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Vorwort. 



Motto: Bationeile Sohiefiregeln können nur 
gleiohmftAig auf theoretisoher nnd prak- 
tiaoher Grundlage anfgebant sein. 

Die zahlreichen Besprechungen des ersten Bandes heben die 
leichtverständliche und gründliche Darstellungsweise hervor, so daß 
auch der nicht mit tieferen mathematischen Kenntnissen ausgestattete 
Leser imstande ist, allen Entwicklungen zu folgen. Dies war ja auch 
das Ziel, das ich mir bei der Bearbeitung der eigenartigen, nicht 
ganz leichten Materie gesteckt habe. 

Die erwähnten günstigen Urteile, sowie die an mich ergangenen 
Aufforderungen bewogen mich, in den zweiten Band auch noch die 
„Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung", femer das 
„Theorem von Jakob Bernoulli", „die Umkehrung dieses 
Theorems", endlich „die Wahrscheinlichkeit auf Grund der 
Erfahrung" aufzunehmen. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler- 
ausgleichung ist gegenwärtig zu einer unentbehrlichen und wichtigen 
Hilfswissenschaft der SchieBtheorie geworden. 

Bei der Anlage des Werkes war die Aufnahme der Grundlagen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung überhaupt nicht beabsichtigt; das 
Theorem von Bernoulli u. s. w. sollten dagegen nur an jener Stelle 
Aufnahme finden, wo es zur Förderung des Verständnisses notwendig 
erschien. 

Die eingangs erwähnten Gründe jedoch veranlaßten mich, von 
diesem Plane abzugehen und die genannten Teile der Theorie als 
eigene Abschnitte gesondert im zweiten Bande zu behandeln, obgleich 
dieselben in ihrer jetzigen Fassung in den ersten Band gehören würden« 
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Die dermalige Fassung bietet auch den nicht unwesentlichen Vor- 
teil; daß derjenige Leser, welchen die Schießtheorie nicht interessiert, 
darin die Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung im Zusammen- 
hange mit der Ausgleichungsrechnung vorfindet. Bei der Behand- 
lung der Probleme der Schießlehre wurden die betreffenden Sätze 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, soweit als es die jeweilige Schieß- 
aufgabe erfordert, kurz wiederholt oder es wurde auf die bezQglichea 
Stellen des theoretischen Teiles hingewiesen. Hiedurch war es wohl 
unvermeidlich, daß Wiederholungen auftreten, was aber anderseits 
dem Verständnisse zu gute kommen dürfte. 

Es sei ausdrücklich bemerkt, daß von der Theorie nur das auf- 
genommen wurde, was für die gründliche und vollständige Behandlung 
der Probleme des Schießwesens als unumgänglich notwendig erachtet 
worden ist. 

Während der erste Teil des zweiten Bandes sozusagen nur vor- 
bereitende Aufgaben für die eigentliche Th.eorie des Einschießens 
löst und die empirischen Fehlergesetze behandelt, sind in den das 
Schießwesen berührenden Abschnitten des zweiten Teiles dieses Bandes 
das Fehlergesetz in der Ebene und im Räume und die theoretischen 
Grundlagen für die Beurteilung bestehender und neu aufzustellender 
Schießregeln festgelegt. 

In diesem Bande wird auch das Einschießen bei Anwendung 
des Distanzmessers, sowie das Schießen aus Küsten- und Schiffsge- 
schützen hinreichend erläutert. 

Das Zustandekommen dieses, auf so breiter Basis angelegten 
Werkes habe ich nur der überaus reichlichen materiellen Unterstützung 
des k. und k. Reichskriegsministeriums zu verdanken, welches 
nie seine Hilfe versagt, wo es sich um die Förderung militärwissen- 
schaftlicher Arbeiten handelt; dasselbe hat auch mir bei der Ver- 
fassung dieses Bandes jede, in aller Hinsicht schrankenlose Freiheit 
gewährt. 

Um das in mich gesetzte Vertrauen auch zu rechtfertigen, habe 
ich mich dieser Arbeit in redlicher Bemühung, mit voller Hingebung 
-und großer Freude gewidmet. Ja, mit großer Freude, denn durch 
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die mir gebotene Möglichkeit der Schaffung des vorliegenden Werkes 
ging ja auch mein langgehegter Herzenswunsch in Erfüllung. 

Meine Absicht war, den Waffengefährten ein leichtverständliches 
Werk zu übergeben, welches in allen auf das Schießen Bezug haben- 
den Fragen erschöpfende Auskünfte entnehmen läßt und Anhalts- 
punkte zur Ausgestaltung der Schießtechnik bietet. Es wäre mein 
schönster Lohn, wenn ich die Anerkennung fände, daß mir dies ge- 
lungen ist. 

Mit tiefer Dankbarkeit gedenke ich an dieser Stelle Sr. Exzel- 
lenz des Feldmarschalleutnants Nikolaus Ritter von Wuich und 
des Herrn Hofrates Professors Emanuel Czuber, welche meine 
Arbeit so reichlich unterstützt und wohlwollend gefördert haben. 
Der behandelte Stoff brachte es mit sich, daß ich auch in dem 
zweiten Bande von ihren ausgezeichneten Werken, welche anerkannter- 
maßen sich eines Weltrufes erfreuen, ausgiebigea Gebrauch machte. 

In kritischen, für die Art und Weise der Bearbeitung des 
Stoffes wichtigen Fällen halfen mir im theoretischen Teile das scharf- 
sinnige Urteil Czubers, in der Schießtheorie das maßgebende Ur- 
teil des hervorragenden Ballistikers Wuich überzeugend über so 
manche Klippen hinweg. 

Diese beiden Herren, welche meine Arbeit schon während der 
Drucklegung einer wissenschaftlichen Kritik zu unterziehen die Güte 
hatten, äußern sich darüber in besonders mich auszeichnenden Worten. 

Wuich sagt: 

„Dank der Munifizenz des k. und k. Reichskriegsmini- 
steriums und dem durch tiefe Sachkenntnis unterstützten be- 
wunderungswerten Sammelfleiß hat Oberst Kozak — einer 
meiner vorzüglichsten Schüler — ein Werk geschaffen, das die 
Theorie der Wahrscheinlichkeit und deren Anwendungen 
auf dem Gebiete des Schießwesens auf breitester Grund- 
lage behandelt und eine nie versagende Fundgrube für 
diesen wichtigen Zweig des artilleristischen Wissens 
bildet. 

Es sei hiebei speziell hervorgehoben, daß den besonderen 
Verhältnissen der Feuertätigkeit der Küstengeschütze in um- 
fassender Weise Rechnung getragen wurde. 
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Ein glücklicher Gedanke war es, die mannigfachen Wahr- 
scheinlichkeitsprobleme mit den darauf bezüglichen mathema- 
tischen Theorien innig zu verweben, denn bei ihrem naturgemäß 
abstrakten Charakter greift die Theorie der Wahrscheinlichkeit 
in die feinsten Verästelungen der höheren Analysis ein, die oft 
von selbst geschulten Mathematikern nicht beherrscht werden 
und die eine mühevolle Suche auf dem reichverzweigten Gebiete 
der mathematischen Literatur bedingen würden. 

Dieser Mühe hat Oberst Kozäk den sonst leicht mißmutig 
werdenden Leser enthoben, indem er die oft schwierigen Pro- 
bleme der Analysis an den passenden Stellen in schmackhafter 
Form einflocht. 

Dafür wird ihm jeder Leser Dank wissen. Möge das Werk 
den verdienten Weg gehen und fleißig gelesen werden, 
denn es behandelt einen artilleristischen Wissenszweig, 
für den ganz besonders das Wahrwort und auch Mahn- 
wort gilt: 

Der rationellen Praxis Leitstern muB die Theorie sein." 

Czvher achreibt: 

„Mit großem Interesse verfolge ich seit einer Reihe von 
Jahren die Bemühungen des Herrn Obersten J. Kozäk, für die 
Theorie des Schießwesens eine Basis zu schaffen aus den Lehren 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der von ihr abzweigenden 
Fehlertheorie. Es handelt sich um ein wichtiges und schwieriges 
Anwendungsgebiet, für das sich in der deutschen sowohl als in 
fremden Literaturen wertvolle Ansätze finden und auf dem sich die 
österreichische Artillerie hervorragende Verdienste erworben hat. 

Das Werk Kozäks stellt sich die Aufgabe, den ganzen theo- 
retischen Apparat in Verbindung mit den praktischen Problemen 
darzubieten und auf diese Weise dem Bedürfnis jener Kreise 
möglichst entgegen zu kommen, für die das Buch in erster Linie 
bestimmt ist. Gerade dadurch, daß der Verfasser die Bestrebungen, 
die Denk-, Arbeits- und Ausdrucksweise seiner Leser genau kennt, 
war er imstande, alles in solcher Form zu bieten, daß dem In- 
teresse und Verständnis vorgearbeitet wird; hiezu zählt auch die 
Begleitung des Textes durch zahlreiche Beispiele, Tabellen und 
instruktive Figuren. 

Es ist lebhaft zu wünschen, daß die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, die sich immer neue Wissensgebiete er- 
obert, auch im artilleristischen Schießwesen zu jener Be- 
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deutung gelange, die ihr dort gebührt. Kozäks Werk 
wird sicherlich in hohem Maße dazu beitragen." 

Auch muß ich dankbarst des HermObersten Benedikt Schöff 1er 
erwähnen, dessen sehr beachtenswerte Aufsätze über „Gesetz der 
zufälligen Abweichungen. Beiträge zur Wahrscheinlichkeits- 
rechnung mit Anwendung auf die Theorie des Schießens" mir 
einen reichlichen Behelf für meine Arbeit boten (Mitteilungen über 
Gegenstände des Artillerie- und Geniewesens, 6. Heft Jahrgang 1900, 
12. Heft Jahrgang 1901, 2. und 5. Heft Jahrgang 1902). 

Ich kann nicht das Interesse unerwähnt lassen, welches dem 
Entstehen des Werkes bei der Durchsicht des Manuskriptes und der 
Druckrevision besonders von den Herren Artilleriehauptleuten Alex. 
Ezner, Leopold Wltavsky, Florian Cwik, sowie den Herren 
Artillerieoberleutnants Edmund Böggla und Ernst Müller ent- 
gegengebracht wurde. Vom Herrn Oberleutnant Böggla und meinem 
Sohne, dem Herrn ArtiUerieleutnant Hugo Kozäk, wurde ich beim 
Entwürfe der mitunter schwierigen Figuren in ausgiebiger Weise 
unterstützt. Allen den vorgenannten Offizieren spreche ich für ihre 
Mühewaltung bei dieser Gelegenheit meinen aufrichtigsten Dank aus. 

Ebenso dankbar muß ich die Bereitwilligkeit der k. u. k. Hof- 
Buchdruckerei und Hof-Verlags-Buchhahdlung Carl Fromme 
anerkennen, mit welcher sie allen meinen Wünschen in freundlichster 
Weise auch bei der Drucklegung des zweiten Bandes entgegenge- 
kommen ist 

Die benützten Quellen wurden an entsprecheader Stelle im 
Texte angeführt. Überdies werden dieselben im zweiten Teile dieses 
Bandes übersichtlich zusammengestellt werden. 

Wien, Februar 1908. 

Der Verfasser. 
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I. Abschnitt. 



Grundlagfen der Wahrseheinliehkeitsreehnimg. 

1. Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit Direkte 
Methode der Wahrseheinliehkeitsbestimmung. 

In der Schießtheorie wird von der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
vielfach Gebrauch gemacht. Es erscheint deshalb gerechtfertigt, die 
wichtigsten Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erläutern und 
analytisch zu entwickeln sowie zum besseren Verständnisse derselben - 
einige typische Beispiele beizufügen. 

Sind unter mehreren gleich möglichen Fällen einige dem 
Eintreffen eines bestimmten Ereignisses günstig, die übrigen 
dagegen ungünstig, so heißt bekanntlich das Verhältnis der Anzahl 
jener Fälle, welche dem Eintreffen des Ereignisses günstig sind, zu 
der Anzahl aller gleich möglichen Fälle die mathematische 
Wahrscheinlichkeit*) für das Eintreffen dieses Ereignisses. 

Bezeichnet also g die Anzahl der einem Ereignisse E günstigen 
und VI die Anzahl aller möglichen Fälle, so ist die mathematische 
Wahrscheinlichkeit p für das Eintreffen jenes Ereignisses 

1) P = ~ 

Die Methode, welche in dieser Definition ihren Ausdruck findet, 
bezeichnet man als eine Wahrscheinlichkeitsbestimmung a 
priori. Mitunter wird diese Bezeichnung auch auf die Wahrschein- 
lichkeit selbst übertragen und dann von einer Wahrscheinlichkeit 

*) Die auf diese Weise zahlenmäßig bestimmte Wahrsoheinlichkeit wird zum 
Unterschiede von dem aUgemeinen Begriffe der Wahrscheinlichkeit — als Gegensatz 
der Notwendigkeit — mathematische Wahrscheiiiliohkeit genannt. 

Kox&k, AtxBgleichung Ton Beobachtungen. 11. ^ 
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a priori oder von einer apriorischen Wahrscheinlichkeit ge- 
sprochen. 

Das Zahlengebiet, auf welchem sich in solcher Weise bestimmte 
Wahrscheinlichkeiten bewegen, ist das der positiven echten Brüche, 
also der rationalen Zahlen aus dem Intervall (0,1) mit Ausschluß 
der Grenzen; denn diese Grenzen charakterisieren eine Notwen- 
digkeit oder Gewißheit; die untere, aus ^ = entspringend, drückt 
die Notwendigkeit des Niehteintreffens, die obere, aus g = m hervor- 
gehend, die Notwendigkeit des Eintreffens von E aus. 

Die g' = m — g Fälle, welche nach Ausscheidung der günstigen 
verbleiben, nennt man in Bezug auf das Ereignis E ungünstige 
Fälle und die Verwirklichung eines derselben ein dem Ereignis^ 
entgegengesetztes Ereignis F (gleichbedeutend mit dem Nicht- 
eintreffen von E), Seine Wahrscheinlichkeit q (mitunter die Gegen- 

Wahrscheinlichkeit von p genannt) ist durch den Bruch ~~ gegeben, 

also ist: 

q' m — g ^ q 

■^ m m m 

woraus 

2) V^q^l 

folgt, so daß zwei entgegengesetzte Ereignisse Wahrscheinlichkeiten 
besitzen, die sich zur Einheit ergänzen. Von dieser Beziehung wird 
zuweilen vorteilhafter Gebrauch gemacht, wenn sich die Berechnung 
von q leichter gestaltet als die des fraglichen p. 

Es seien £i, E^, , Ek die Ereignisse, welche im Bereiche 

der Möglichkeit liegen und einander ausschließen,*) wobei aber eines 
dieser Ereignisse eintreten muß. Entsprechen unter den m möglichen 

Fällen diesen k Ereignissen, beziehungsweise gu g2f gk günstige 

Fälle, so folgt aus gi-r 92 r " .7* '^ "'» daß 

3) Pi-\ P'j-f- ri>t = i. 

Diese Gleichung ist eine Erweiterung der Gleichung 2) und 
besagt, daß die Wahrscheinlichkeiten einer Reihe einander aus- 
schließender Ereignisse, wobei eines der Ereignisse eintreten muß, 
die Summe 1 ergeben. 

Die Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit auf Grund der auf- 
gestellten Definition setzt voraus, daß sich aus den Bedingungen des 
Problems eine Gesamtheit gleichberechtigter und innerhalb dieser 



*) Man nennt mehrere Ereignisse „einander ausschließend^, wenn keines 
derselben mit einem der übrigen zugleich eintreffen kann. 



die Gesamtheit der dem betreffenden Ereignisse günstigen Fälle kon- 
struieren läßt; mit der Zählung dieser Gesamtheiten ist das Problem 
gelöst. Die Bildung der Fälle ist ein kombinatorischer Prozeß, 
dessen richtige Durchführung eine scharfe Zergliederung der Be- 
dingungen der Aufgabe erfordert. (Die wichtigsten Formeln der 
Kombinatorik sind im Punkte 7 dieses Abschnittes angeführt) Hie- 
durch ist die sogenannte direkte Methode der Wahrscheinlich- 
keitsbestimmung gekennzeichnet. Ein Beispiel soll diese Methode 
näher erläutern. 

Beispiel. Wenn mit drei Würfeln gewürfelt wird, so 
sind bezüglich des Übereinstimmens oder Nichtüberein- 
stimmens der geworfenen Zahlen drei Fälle denkbar: 

a) daß alle drei Zahlen gleich werden, 

bj daß nur zwei Zahlen gleich werden, 

c) daß alle drei Zahlen verschieden werden. 

Für jeden dieser drei Fälle soll die Wahrscheinlichkeit 
berechnet werden. 

Die drei Würfel selbst mögen Jj, A2, -.I3 heißen. Da zur Be- 
rechnung der Anzahl der möglichen Fälle, jede der sechs Arten, wie 
der Würfel -li fallen kann, mit jeder der sechs Arten, wie A2 fallen 
kann und mit jeder der sechs Arten, wie Ä^ fallen kann, zusammen- 
zusetzen ist, so gibt 6X6X6 = 6^ die Anzahl aller möglichen Fälle 
an, d. h. die sechs Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, welche auf den sechs 
Würfelflächen verzeichnet erscheinen, sind zur dritten Klasse mit 
Wiederholung zu variieren. 

Zu a). Unter den 6« möglichen Fällen sind nun 6 Fälle vor- 
handen, in welchen alle drei Zahlen gleich sind, nämlich die Fälle, 
in denen jeder der drei Würfel Äi, Jg, A^ entweder 1, oder 2, oder 
3, oder 4, oder 6, oder 6 zeigt. 

Zu b). Angenommen, sowohl der Würfel ^i als auch der Würfel 
A2 zeigen 1; dann muß der Würfel A^ eine der Zahlen 2 bis ein- 
schließlich 6 zeigen; dies gibt also 5 mögliche Fälle. Nun können 
aber auch die Würfel ^12 u"^ -^31 oder A^ und ^li die Zahl 1 zeigen. 
Man erhält also insgesamt 5X3 Fälle, wobei zwei von den drei Zahlen, 
welche die drei Würfel zeigen, gleich 1 sind. Das Gesagte gilt auch, 
wenn eine der Zahlen 2 bis einschließlich 6 auf zwei von den drei 
Würfeln erscheint. Für die Lösung der Aufgabe sind demnach 
6 X 5 >:; 3 Fälle gunstig. Man kann also allgemein sagen : Wenn nur 
zwei Zahlen gleich sein sollen, so kann dies zunächst jede der sechs 
Zahlen l bis 6 sein. Da dann aber auf dem dritten Würfel eine Zahl 
sein muß, die von der doppelt vorhandenen Zahl verschieden ist, und 

1* 
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immer ö solcher Zahlen vorhanden sind, so gelangt man zu 6,^5 
gunstigen Fällen. Nun kann aber noch die von den beiden anderen 
verschiedene dritte Zahl von dem Würfel Äi, oder von ^j, oder von 
Ä^ gezeigt werden. Man hat also noch mit 3 zu multiplizieren. Es 
ergeben sich daher 6 X 5 X 3 = 90 unter den 6' Fällen, in welchen 
zwei von den drei Zahlen gleich sind. 

Zu c). Wenn endlich alle drei Zahlen verschieden sein sollen, 
so sind die Zahlen von 1 bis 6 zur dritten Klasse ohne Wieder- 
holung variiert zu denken. Es ergeben sich so 6 ^' 5 ^ 4 = 120 Fälle. 

In der Tat ist 

6 -j- 90 + 120 = 216 = 63, 

Man erhält also für die drei Fälle beziehungsweise die Wahrschein- 
lichkeiten : 

6 1 

216 12 ' 

. 120 5 ^.^^ 

c) =^—- = 0-555. 

-^216 9 

Die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten ist gleich 1, wie es 
sein soll. 

2. Indirekte Methoden der Wahrscheinliohkeitsbestimmung. 

Die direkte Methode war ursprünglich das einzige Mittel der 
Wahrscheinlichkeitsbestimmung. Es bildeten sich jedoch im Laufe 
der Zeit an der Hand zahlreicher Probleme Regeln aus, nach welchen 
gewisse häufig wiederkehrende Schlüsse vollzogen werden sollten. 
Anfänglich sehr zahlreich, reduzierten sich diese Regeln auf einige 
wenige Sätze, welche Laplace zum ersten Mal präzis formuliert hat. 
Diese Sätze betreffen: 

A) Die vollständige oder totale Wahrscheinlichkeit und 

B) Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit. 

Durch geschickte Analyse des Ereignisses, nach dessen Wahr- 
scheinlichkeit gefragt wird, und die Anwendung dieser Sätze gelingt 
es oft leichter, eine Aufgabe zu lösen, als durch die unmittelbare 
Zählung der möglichen und günstigen Fälle. 

Das Wesen dieser beiden früher erwähnten Wahrscheinlichkeiten 
soll nun näher erläutert werden. 
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ÄJ Vollständige oder totale Wahrscheinlichkeit 

Die einem Ereignis E günstigen Fälle, tj an der Zahl, mögen 
sich von irgend einem Gesichtspunkte aus in Gruppen von 5^1, §2, 

, ffk Fällen derart sondern lassen, daß jeder der g Fälle einer 

und nur einer dieser Gruppen angehört; dann ist 

9 = 9i -r92'r +9^- 

Die Verwirklichung eines Falles aus der ersten Gruppe werde als 
Ereignis E^, die Verwirklichung eines Falles aus der zweiten Gruppe 
als Ereignis E2 u. s. w. bezeichnet. Dann sind J5?i, i?2, , En. Spezial- 
fälle, Arten oder Modalitäten des Ereignisses E. Dieses Ereignis 

E gilt als eingetroffen, wenn entweder £1, oder E^, , oder 

Ek allein eingetroffen ist, wobei wohl darauf zu achten ist, daß es 
jedesmal nur auf eine dieser Arten eintreffen kann. Von vornherein 
kann man sagen, daß die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des 
Ereignisses E größer sein muß als die Wahrscheinlichkeit für das 
Eintreten von JSj, oder E^, — , oder Ej,. 

Ist m die Anzahl der möglichen Fälle, so ist die Wahrschein- 
lichkeit p des Ereignisses E bestimmt durch: 



^^ 9 _9i ^ 92 9^- . 



> 



i^=:n- ist aber die Wahrscheinlichkeit von £1, ^- = p2 die Wahr- 
scheinlichkeit von E2 u. s. f.; demnach ist: 



P =Pi ^P2 + +Pk =^l^h 



Dies gibt den Satz: Wenn ein Ereignis auf mehrere einander 
ausschließende Arten eintreffen kann, so ist seine Wahr- 
scheinlichkeit gleich der Summe der den einzelnen Arten 
des Eintreffens zukommenden Wahrscheinlichkeiten. (Gesetz 
von der additiven Zusammensetzung der Wahrscheinlichkeiten.) 

Die Wahrscheinlichkeit p wird im Gegensatze zu den Wahr- 
scheinlichkeiten pi, pa, , pk die vollständige oder totale 

Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E genannt. 

C. Reuschle hat für die totale Wahrscheinlichkeit die zutref- 
fende Bezeichnung „Wahrscheinlichkeit des Entweder — oder" 
vorgeschlagen. 

Beispiel. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit mit drei 
Würfeln entweder die Summe 9 oder 10 zu werfen? 
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Die Zahl der möglichen Fälle ist to^= 6^^216. 

Die Summe 9 kann auftreten, wenn auf den drei Würfeln die 

Zahlen: 

1, 2, 6 2, 2, 6 

1, 3, 5 2, 3, 4 

1, 4, 4 3, 3, 3 

erscheinen. Die Zahlen 1, 2, 6 können aber auf den drei Würfeln 
in verschiedener Ordnung auftreten. Denkt man sich die Würfel mit 
A^y A2, Ä^ bezeichnet und in dieser Reihenfolge gelegt, so können die 
Zahlen 1, 2, 6 auch auf den drei Würfehi in der Reihenfolge 1, 6, 2; 
2, 1, 6; 2, 6, 1; 6, 1, 2; 6, 2, 1 auftreten, im ganzen also, da alle 
diese Fälle gleichberechtigt sind, sechsmal. Allgemein wird die Anzahl 
der verschiedenen Möglichkeiten jeder Gruppe durch die Anzahl der 
Fermutationen von drei Elementen bestimmt, unter denen keine, 
beziehungsweise zwei oder drei gleiche Elemente vorhanden sind 
(siehe Punkt 7 dieses Abschnittes). Diese Anzahl beträgt bei den 
obigen sechs Kombinationen 6, 6, 3, 3, 6 und 1, also die Gesamtzahl 
der günstigen Fälle 26. Ebenso findet man für die der Summe 10 
günstigen Fälle die Kombinationen: 



1, 3, 6 
1, 4, ö 



2, 3, 5 

2, 4, 4 

3, 3, 4 



2, 2, 6 

und zwar in der Anzahl 6, 6, 3, 6, 3, 3; daher die Gesamtzahl der 
günstigen Fälle 27. 

Es ist also die Wahrscheinlichkeit für das Werfen der Summe 9 : 



Pi 



25 
216 



und für das Werfen der Summe 10: 



P2 



27 
216' 



daher die vollständige oder totale Wahrscheinlichkeit p für das 
Werfen der Summen 9 oder 10: 

52 13 



B) Zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit. 

Ein Ereignis E gelte dann als eingetroffen, wenn sowohl das 
Ereignis E^ als auch das Ereignis E^ als auch das Ereignis 



— 7 — 

Ei: in der angegebenen Reibenfolge eingetreten sind, mit andern 
Worten : das Eintreffen des Ereignisses E bestelle in dem Zusammen- 
treffen der Ereignisse £i, E2, , &V Da die Forderung des Zu- 
sammentreffens dieser k Ereignisse strenger ist als jene, daß nur 
ein Ereignis eintritt, so muß die Wahrscheinlichkeit p für daß Ein- 
treffen des Ereignisses E entsprechend der strengeren Forderung 

kleiner sein als jpi, ebenso kleiner sein als p^, , endlich auch 

kleiner sein als jp*, wenn pi, p^, , pk die Wahrscheinlichkeiten 

für das isolierte Eintreffen der Ereignisse E^, Ef, , Ei^ bedeuten. 

Von den wii, Wg, , rwi« möglichen Fällen, welche den Er- 
eignissen E^, JEg, , Ek zu Grunde liegen, muß aus jeder Gruppe 

ein Fall eintreten; da sich nun jeder Fall der ersten Gruppe mit jedem 
der zweiten Gruppe verbinden, jede dieser Verbindungen sich wieder 
mit jedem Falle der dritten Gruppe vereinigen kann u. s. w., so gibt es 

m = wij 7?i^ rtijc 

Verbindungen, die in Bezug auf das Ereignis E als mögliche, ins- 
besondere auch als gleichmögliche Fälle aufzufassen sind, wenn die 

vi^ und die 77)2 nnd die rrik Fälle unter einander gleichberechtigt 

waren. 

Ein dem Ereignisse E günstiger Fall ergibt sich nur dann, 

wenn von jedem der Ereignisse E^^E^^ , Ejc je ein günstiger ein- 

ti-ifft^ und das kann auf 

9 = 9x92 "'9k 

Arten geschehen, wenn g^ günstige Fälle dem -Ej, g^ günstige Fälle 
dem E^ u. s. w. zukommen. Hienach ist die Wahrscheinlichkeit p 
des Ereignisses E bestimmt durch 

..i^A.i^L iL. 

Nun ist aber l^=pi die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 
El an sich, -^^=j9g die Wahrscheinlichkeit von -Ba u. s. w.; demnach 
2) P=P\lh-"Ih'' 



Die Forderung, daß p<Zpu 2^ <i^2» • ^ • . • 1 P<Pk sein muß, wird 
durch das Ergebnis p = PiP2 Pk erfüllt, da ja die Wahrscheinlich- 
keiten piy P2, — y ph positive echte Brüche sind. 

Bei der vorstehenden Betrachtung wurde Unabhängigkeit 

der Ereignisse E^^ E2, , E^ in dem Sinne vorausgesetzt, daß die 

Wahrscheinlichkeit eines derselben nicht davon abhängt, ob die 
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andern eingetroffen sind. Die Gleichung 2) gibt hienach den Satz: 
Die Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen mehrerer 
von einander unabhängiger Ereignisse in gegebener Reihen- 
folge ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten dieser Er- 
eignisse. (Gesetz von der multiplikativen Verbindung der Wahr- 
scheinlichkeiten.) 

Die Wahrscheinlichkeit p wird im Gegensatze zu den Wahr- 
scheinlichkeiten |?i, j>2, , pic eine zusammengesetzte Wahr- 
scheinlichkeit genannt. Auch das Ereignis E wird als ein aus den 

einfachen Ereignissen i^i, E^, , Eje zusammengesetztes Ereignis 

bezeichnet. 

Ob das Zusammentreffen ein gleichzeitiges oder ein sukzessives 
ist, bleibt für die Erwartungsbildung und daher auch für die Wahr- 
scheinlichkeitsbestimmung gleichgültig; im Falle des folgeweisen Ein- 
treffens der einfachen Ereignisse ist auch ihre Ordnung ohne Belang. 
Es ist also beispielsweise die Wahrscheinlichkeit mit einer Münze 
n-mal hintereinander Wappen zu werfen gleich der Wahrscheinlichkeit 
mit n Münzen in einem Wurfe durchwegs Wappen zu werfen. 

Für die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit hat C. Reuschle 
den treffenden Terminus „Wahrscheinlichkeit des Sowohl — als 
auch" in Vorschlag gebracht. 

Wenn die Ereignisse E^^ E^, , E^. mit dem ersten Ereignisse 

El übereinstimmen, so besteht das Ereignis E entweder in dem Zu- 
sammentreffen von k gleichwahrscheinlichen oder in der A:-maligen 
Wiederholung eines und desselben Ereignisses, und seine Wahrschein- 
lichkeit ist zufolge 2): 

p=PiK 

Es ist also die Wahrscheinlichkeit der Ä:-maligen Wieder- 
holung eines und desselben Ereignisses gleich der Ä-ten 
Potenz seiner Wahrscheinlichkeit. 

Wenn p die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen eines Er- 
eignisses E ist, so drückt 1 — p die Wahrscheinlichkeit aus, daß das 
Ereignis E bei einem einzelnen Versuch nicht eintrifft. Die Wahr- 
scheinlichkeit des Nichteintreffens bei i-maliger Wiederholung des 
Versuches ist (1— i>)^ Die Wahrscheinlichkeit des entgegengesetzten 
Ereignisses, d. h. des Falles, daß bei diesen k Versuchen das Er- 
eignis E überhaupt, also wenigstens einmal eintrifft, ist P= 1 — (1 — j^f- 

Ergibt sich P=— i so bedeutet dies, daß bei k Versuchen das Er- 

eignis E mit derselben Wahrscheinlichkeit eintreffen oder ausbleiben 
kann. Man hat dann: 



i=l-(l-p)*; (l_p)i=l 

und hieraus 

log 2 



k = — 



log (1—2)) 



Ist eine angenommene Zahl a größer als die Zahl k, welche einem 
bestimmten p aus dieser Gleichung entspricht, so ist das Eintreffen 
des Ereignisses E wahrscheinlicher als sein Ausbleiben, bleibt a hinter 
dem durch die Gleichung bestimmten Werte zurück, so ist das Aus- 
bleiben wahrscheinlicher als das Eintreffen. 

Es bestehe z. B. das Ereignis E darin, daß beim Werfen eines 
gewöhnlichen Würfels die Zahl 6 nach oben zu liegen kommt. Beim 
Würfeln mit einem einzigen Würfel ist die Wahrscheinlichkeit, eine 

bestimmte Zahl, also z. B. 6 zu werfen, p = —' 

Hieraus folgt /e = 3-8018. Es ist daher schon bei 4 Würfen 
(4>A) das Erscheinen der Zahl 6 wahrscheinlicher als das Aus- 
bleiben, während bei 3 Würfen (3 < k) das Umgekehrte der Fall ist. 

Besteht das Ereignis E im Treffen einer Scheibe, und isTdie 

Wahrscheinlichkeit, diese Scheibe mit einem Schusse zu treffen p = -> 

^ 6 

dann ist bei 4 Schüssen wahrscheinlicher, daß die Scheibe getroffen 
wird, als daß alle 4 Schüsse vorbeigehen; bei 3 Schüssen ist es wahr- 
scheinlicher, daß alle 3 Schüsse Fehlschüsse sind, als daß die Scheibe 
getroffen wird. 

Im Vorstehenden liegt auch die Lösung der folgenden Aufgabe 
vor: 

Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß ein Ereignis 
von gegebener Wahrscheinlichkeit j[> sich in k Realisierungen 
der allgemeinen Bedingungen wenigstens einmal, also über- 
haupt zutrage. 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist: 

P=l — {r—p)K 

Sie wird mit wachsendem k immer größer und nähert sich der 
Einheit, wie klein auch p, d. h. wie unwahrscheinlich das betreffende 
Ereignis im einzelnen Falle auch sein mag. 

Zu gegebenem P läßt sich die Zahl k der Realisierungen be- 
stimmen, welche nötig sind, damit das Eintreffen des Ereignisses mit 
der Wahrscheinlichkeit P erwartet werden dürfe. Es ist: 
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Es liegt in der Natur der Sache, daß Py^y sein muß. 

Es gibt aber noch einen andern Modus des Zusammentreffens 
mehrerer Ereignisse, der zwar zu derselben mathematischen Formel 
2) führt, wobei jedoch den einfachen Wahrscheinlichkeiten eine ver- 
änderte Deutung gegeben werden muß. Das Ereignis E bestehe 

wieder in dem Zusammentreffen der Ereignisse E^, E^, , ^jt* 

welches zunächst als ein sukzessives in der durch die Zeiger be- 
zeichneten Ordnung gedacht werden soll. Das Eintreffen des ersten 
Ereignisses E^ beeinflusse aber das nächste Ereignis in der Weise, 
daß es die Anzahl der möglichen oder der günstigen Fälle oder 
beider zugleich gegenüber dem ursprünglichen Bestand verändert, 
also auch der Wahrscheinlichkeit desselben einen von dem ur- 
sprünglichen verschiedenen Wert verleiht. Die früher gemachten 
Schlüsse über die Kombinierung der möglichen und günstigen Fälle 
bleiben aufrecht, nur sind die Fälle bei dem zweiten Ereignisse so 
zu zählen, wie sie sich nach dem Eintreffen oder unter dem Ein- 
flüsse des ersten Ereignisses stellen. In gleicher Weise möge das Ein- 
treffen der zwei ersten Ereignisse auf das des dritten Einfluß nehmen 

u. s. f. Man bezeichnet dann die Ereignisse E^, E^, , E^ als von 

einander abhängig und kann bezüglich ihres Zusammenhanges den 
Satz aussprechen: Die Wahrscheinlichkeit für das Zusammen- 
treffen mehrerer von einander abhängiger Ereignisse ist 
gleich dem Produkte ihrer Wahrscheinlichkeiten, die Wahr- 
scheinlichkeit jedes einzelnen Ereignisses unter der Vor- 
aussetzung berechnet, daß die ihm in der Sukzession oder 
Folge vorangehenden eingetroffen seien. 

Bei der Bildung einer zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
kommt es also wesentlich darauf an, ob die einfachen Ereignisse 
in dem Sinne von einander unabhängig sind, daß das Eintreffen 
oder Nichteintreff en des einen Ereignisses auf das Wahrscheinlichkeits- 
urteil bezüglich der andern Ereignisse keinen Einfluß übt, oder ob 
sie in dem eben gekennzeichneten Sinne von einander abhängig sind. 

In dem Nachweise der Unabhängigkeit, beziehungsweise in dem 
Erkennen der Abhängigkeit von Ereignissen liegt eine der Haupt- 
schwierigkeiten, sobald es sich um Anwendungen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung auf wirkliche Vorgänge handelt. Aus der Nichtbeach- 
tung einer vorhandenen Abhängigkeit können schwere Irrungen 
hervorgehen. 
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Mitunter begegnet man der falschen Vorstellung von einer 
Abhängigkeit der sukzessiven Realisierungen. So hielt J. D'Alembert 
daran fest, daß es für das Wahrscheinlichkeitsurteil nicht gleichgültig 
sei, in n Würfen mit einer Münze und in einem Wurfe mit n Münzen 
Wappen in einer bestimmten Anzahl zu treffen — er hält das erstere 
für minder wahrscheinlich wegen einer von ihm behaupteten Ab- 
hängfigkeit der aufeinander folgenden Würfe. 

Die Untersuchung, ob die einzelnen Fälle gleich möglich oder 
gleich wahrscheinlich sind, ist oft sehr schwierig und erfordert 
große Sorgfalt und Unbefangenheit. Ein Beispiel soll dies erläutern. 

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß 
bei zweimaligem Aufwerfen einer Münze wenigstens einmal 
Wappen erscheint. 

Bezeichnet man die Wappenseite mit W, die Schriftseite mit aS, 

so kann das Ereignis zweier Würfe einer der vier gleich möglichen 

Fälle sein: 

WW, WS, aSW; Ä6'. 

Die drei ersten dieser Fälle sind dem erwarteten Ereignis günstig, 

3 

sonach ist dessen Wahrscheinlichkeit ——• 

4 

Man kann aber auch bei der Lösung der Aufgabe nur drei 
verschiedene FäUe unterscheiden, nämlich: 

aj Wappen im ersten Wurfe, wobei das Spiel beendet und der 
zweite Wurf unnötig ist, 

b) Schrift im ersten und Wappen im zweiten Wurfe und 

cj Schrift in beiden Würfen. 

Hienach könnte es scheinen, daß die Wahrscheinlichkeit nur 

gleich — wäre und in dieser unrichtigen Weise faßte D'Alembert 

die Aufgabe auf. Es ist jedoch klar, daß die Wahrscheinlichkeit des 
Falles a) größer ist als die eines der beiden Fälle bj und cJ. Jene 

ist in der Tat gleich -, während sie sowohl für den Fall b) als auch 

1 
für den Fall c) gleich - ist. Daß der Fall a) nicht gleichwertig den 

beiden andern Fällen ist, gab D'Alembert nicht zu. 

3. Bestimmung der vollständigen Wahrscheinlichkeit eines 
Ergeignisses aus seiner Wahrscheinlichkeit bei verschiedenen 

Hypothesen. 

Mit Hilfe der Sätze über die vollständige und zusammen- 
gesetzte Wahrscheinlichkeit kann man folgende Aufgabe lösen: 
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Es werde vorausgesetzt, daß das Ereignis E nur in Verbindung 
mit einem der einander ausschließenden Ereignisse 

deren Wahrscheinlichkeiten 

sein mögen, eintreffen kann. 

Die Wahrscheinlichkeit von A', wenn vorher Fi eingetroffen 
ist, sei auch bekannt und gleich p^. Wenn jedoch nicht F^, sondern 
F2 vorher eintraf, sei die Wahrscheinlichkeit von E gleich 2^29 u- s. f. 

Man kann leicht beweisen, daß die vollständige Wahrscheinlich- 
keit P für das Eintreffen des Ereignisses E durch die Formel 

1) P=P, pi + P,P,-^r -r Aiu. 

dargestellt ist. 

Nach dem Satze über die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit 
ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses E^, 
welches darin besteht, daß E gleichzeitig mit F^ eintrifft, gleich 
FiPi'f ferner die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des Er- 
eignisses E2, welches darin besteht, daß E gleichzeitig mit Fg ein- 
trifft, gleich P2P2\ u. s. f. 

Nach dem Satze über die vollständige Wahrscheinlichkeit ist 
daher die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eines von den k Ereignissen 
Fp Fo, , El. eintritt, gleich der Summe 

F-= Px Vi + P^p^ -r + PkPk. 

Da der Voraussetzung gemäß das Ereignis E nur gleichzeitig 

mit einem der Ereignisse F^, F^y , Fk eintreffen kann, sind die 

Ereignisse E^, E2, , E,, schon die sämtlichen möglichen Arten 

des Eintreffens von />, demnach ist der Ausdruck 1) schon seine 
vollständige Wahrscheinlichkeit. 

Betrachtet man die Ereignisse Fi, F^, , Fj, als verschiedene, 

einander ausschließende Hypothesen für das Zustandekommen des 
Ereignisses E, so kann man die Formel 1) wie folgt in Worte 
kleiden: 

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wird er- 
halten, indem man die Wahrscheinlichkeit einer jeden der 
für das Zustandekommen des Ereignisses möglichen, ein- 
ander ausschließenden Hypothesen mit der Wahrscheinlich- 
keit des Ereignisses bei eben dieser Hypothese multi- 
pliziert und die Summe aller Produkte bildet. 
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Beispiel. Es liegen n äußerlich gleiche Urnen ?7,, U^, 
, Un von folgender Füllung vor: 

üi enthält Ci Kugeln, darunter ä^ von weißer Farbe, 

» 

^n n ^n n i v ^n » »» jt • 

Man hat nun aus einer der Urnen eine Kugel gezogen 
und fragt: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß diese 
Kugel weiß ist? 

Da man die weiße Kugel aus irgend einer der Urnen ziehen 
kann, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine weiße Kugel zu ziehen, 
gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten, die weiße Kugel aus 
einer der 7i Urnen zu ziehen. Nun ist von vornherein der Zug aus 
irgend einer der n Urnen gleich wahrscheinlich, weil für jede Urne 

die Wahrscheinlichkeit - besteht, daß man sie wählen werde. 

n 

Die Wahrscheinlichkeit für den Zug der weißen Kugel aus der 

Urne C7i setzt sich zusammen aus der Wahrscheinlichkeit Pi = — , den 

Zug aus der Urne Ui zu machen und der Wahrscheinlichkeit 

Pi = -, daß aus Ui eine weiße Kugel gezogen wird. Die Wahrschein- 

lichkeit, daß man in die Urne Ui greife und aus dieser eine weiße 
Kugel zieht, ist also 



n c 



1 



Die Wahrscheinlichkeit, die Urne U^ zu wählen und aus der- 
selben eine weiße Kugel zu ziehen, ist analog 

P^p^ = h 

u. s. f. 

Die Wahrscheinlichkeit endlich, die Urne Un zu ergreifen und 
aus ihr eine weiße Kugel zu ziehen, ist 

PnPn = 

^ n Cn 

Daher ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 
2) p=i?i_ul^ + :.i^-_i/^i_i-^4_ _i-^Y 
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4. Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Kombination zweier 
entgegengesetzter Ereignisse in einer Reihe von Versuchen. Die 

Binomialformel. 

Nachstehend soll die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses be- 
stimmt werden, welches darin besteht, daß bei einer bekannten Zahl 
von Versuchen jedes von zwei einander entgegengesetzten Ereignissen, 
deren Wahrscheinlichkeiten bekannt sind, in einer bestimmten Anzahl 
wiederkehrt. 

Diese Aufgabe kann man folgendermaßen formulieren: 

Über zwei entgegengesetzte Ereignisse E^ F mit den 
Wahrscheinlichkeiten p, q{=l — p) werden s Versuche oder 
Beobachtungen angestellt. Wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß sich das Ereignis E dabei m (^<^)-mal und das 
Ereignis F hingegen w(=« — m)-mal in was immer für einer 
Reihenfolge zutragen werde? 

Jede Kombination der entgegengesetzten Ereignisse E,F besteht 
somit aus s Elementen, von welchen m gleich E und « gleich F 
sind; hiebe! ist die Reihenfolge, in welcher die Ereignisse E und F 
auf einander folgen, gegeben. Die Wahrscheinlichkeit für das Ein- 
treten irgend einer derartigen Kombination ist daher ein Produkt 
von m-\-n = 8 Faktoren, wovon m gleich p und n gleich q sind, so 
daß jp"* g*» der einfachste Ausdruck dieses Produktes ist. 

Kombinationen von dieser Art gibt es aber so viele, als h 
Elemente Permutationen ergeben, worunter m gleiche einer Art und 

n gleiche einer andern Art vorkommen, d. i. — ~-i = ( ) = ( )• 
° mini ^«1/ Vn/ 

Dies ist also die Zahl, welche angibt, in wieviel verschiedenen 
Reihenfolgen m Ereignisse E und rt Ereignisse F angeordnet sein 
können. 

Da jeder solchen Anordnung die Wahrscheinlichkeit p'^q*' zu- 
kommt, so ist die totale Wahrscheinlichkeit, daß die Ereignisse £, 
F in der Anzahl m, n in was immer für einer Ordnung sich 
wiederholen werden, dargestellt durch 

1) P=--L—p^Uf 

oder 

8 (8—1) {s—m~^\) 



ml ni 



in t,tt 



Der für P in 2) gefundene Ausdruck ist das allgemeine Glied 
der Entwicklung von (J^-^(/)^ welche lautet: 
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oder in anderer Schreibart der Binominalkoeffizienten, indem man 
sie nämlich durch Fakultäten ausdrückt (siehe hierüber Punkt 7 
dieses Abschnittes): 

' mini ^ ^ ' ^ 

Jedes Glied dieser Entwicklung hat sonach eine bestimmte wahr- 
scbeinlichkeitstheoretische Bedeutung. So stellt das erste Glied die 
Wahrscheinlichkeit dar, daß in allen n Versuchen das Ereignis E 
auftreten werde; das zweite Glied die Wahrscheinlichkeit, daß E 
sich {s — l)-mal wiederholen und F einmal zutragen werde, gleich- 
gültig, ob F an erster, oder zweiter, , oder letzter Stelle er- 

scheint u.s.w.; das Glied — r—rP*"q*' stellt die Wahrscheinlichkeit dar 

des w-maligen Eintreffens von E und des n-maligen Eintreffens von 
i^ ohne Rücksicht auf die Reihenfolge des Eintreffens dieser Ereig- 
nisse; das letzte Glied gibt die Wahrscheinlichkeit einer beständigen 
Wiederholung von F. 

Da 2? + 9 = 1, ist die Summe sämtlicher Glieder der Entwicklung 
gleich 1, wodurch die Tatsache ausgedrückt ist, daß von den den 
Gliedern entsprechenden Ereignisverbindungen nur eine eintreten 
kann und eine notwendig eintreten muß. 

5. Beispiele. 

1. Beispiel. Ein Schüler schätzt die ^yahrscheinlichkeit, 

zu Weihnachten ein Paar Schlittschuhe geschenkt zu be- 

4 
kommen, zu - und die Wahrscheinlichkeit, daß am ersten 

5 3 

Weihnachtsfeiertag die Eisbahn geöffnet wird, zu -• Wie viel 

Wahrscheinlichkeit hat er dann dafür, daß beide Ereignisse 
eintreten, daß er also am ersten Weihnachtstage mit den 
geschenkten Schlittschuhen auf die Eisbahn gehen kann? 



— 16 — 

Es ergibt sich für die fragliche Wahrscheinlichkeit 

4 3^«. 
« = -•- = - = 0-6. 

'■ 6 4 6 

2. Beispiel. In einer Urne befinden sich n Kugeln, 
darunter a weiße, b schwarze, wobei n = a-^b ist. Wie groß 
ist die Wahrscheinlichkeit, in drei auf einander folgenden 
Zügen zwei weiße und eine schwarze Kugel zu ziehen, wenn 
die gezogene Kugel nicht wieder zurückgelegt wird? 

Die drei Ereignisse, der erste, zweite und dritte Zug, sind von 
einander abhängig, und zwar hängt der zweite Zug vom ersten, der 
dritte Zug vom ersten und zweiten ab. Weil die erste und die 
zweite gezogene Kugel nicht zurückgelegt werden, ist die Anzahl 
der Kugeln für jeden der drei Züge eine andere. 

Die Wahrscheinlichkeit für den Zug der ersten weißen Kugel 

ist ^^1 = . Vor dem zweiten Zuge sind in der Urne, da die ge- 

rv 

zogene Kugel nicht mehr zurückgelegt wird, n — 1 Kugeln, darunter 
a — 1 weiße, weil nur jene Fälle zu berücksichtigen sind, in denen 
im ersten Zuge bereits eine weiße Kugel gezogen wurde. Die Wahr- 
scheinlichkeit, mit dem zweiten Zuge wieder eine weiße Kugel zu 

ergreifen, ist daher ?>» = --• Die Wahrscheinlichkeit für das 

^ n — 1 

Ziehen zweier weißer Kugeln in zwei aufeinander folgenden Zügen 
ist somit PiP2 = — T ^- I)ie Wahrscheinlichkeit für das Ziehen 

^ ^ 71 (71 — 1) 

einer schwarzen Kugel, nachdem bereits zwei weiße Kugeln gezogen 

wurden, ist nunmehr 703 = -^ daher die Wahrscheinlichkeit für 

' ^ n — 2 

das Ziehen zweier weißer Kugeln und einer schwarzen Kugel in 
der gegebenen Reihenfolge 

a(a — l)b 



P\ P2 ]h 



n{n — 1)(« — 2) 



Hiemit wäre die Aufgabe erledigt, die Wahrscheinlichkeit zu 
suchen, daß die drei Kugeln in der gegebenen Reihenfolge ge- 
zogen werden. Diese Beschränkung wird aber in der Aufgabe nicht ge- 
fordert. Es sind also noch die W^ahrscheinlichkeiten dafür zu suchen, 
daß die Kugeln in der Reihenfolge weiß — schwarz — weiß, schwarz 
— weiß — weiß gezogen werden. Diese sind, wie man in derselben 
Weise leicht findet, ebenso groß; somit ist die Wahrscheinlichkeit P 
zwei weiße und eine schwarze Kugel in irgend einer beliebigen 
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Reihenfolge zu ziehen 

p^^ a(a— 1)& 

3. Beispiel. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
bei zehnmaligem Werfen einer Münze siebenmal W^appen 
und dreimal Schrift zum Vorschein kommt? 

Bei dem einmaligen Werfen des Geldstückes ist die Wahr- 
scheinlichkeit für das Erscheinen von Schrift, beziehungsweise Wappen 

Zur Anwendung der Formel 2) im Punkte 4 dieses Abschnittes 
hat man zu setzen: 

«=10, m = 7, 71 = 3, p = q = — 
und erhält: 

^7 ^^ ^2^ 128 

4. Beispiel. Die Wahrscheinlichkeit, daß beim Werfen 

einer Münze die Schriftseite nach oben fällt, ist gleich -• 

Daraus folgt für die Wahrscheinlichkeit, daß bei sechs 
Würfen dreimal die Schriftseite und dreimal die Wappen- 
seite nach oben fällt, der Wert: 

„ 6! /ly/lN» «^11 20 ^„^ 

P=—z — r(-) (-) =20 — ■ - = 0-31. 

3! 3! ^2/ ^2/ 8 8 64 

Die Wahrscheinlichkeit beträgt also 31%, d. h. man ist zu der 
Annahme berechtigt, daß unter 100 Experimenten mit sechs Würfen 
durchschnittlich 31-mal der Fall eintreten wird, daß unter sechs 
Würfen gerade dreimal die Schriftseite und dreimal die Wappenseite 
nach oben fällt. Die Wahrscheinlichkeit, daß dieses Ereignis nicht 
eintrifft, ist dann 1—0*31 = 0*69, d. h. man darf 31 Heller gegen 
69 Heller wetten, daß das genannte Ereignis eintrifft. Denn in 
einer zu billigenden Wette müssen sich die Einzahlungen oder die 
Einsätze der beiden Partner wie die beiderseitigen Wahrscheinlich- 
keiten verhalten, die Wette zu gewinnen. Man kann auch sagen: 
die Größe des Gewinnes und Verlustes müssen bei einer rechtmäßigen 
Wette im umgekehrten Verhältnisse der Wahrscheinlichkeit des Ge- 
winnes zu der des Verlustes stehen. Wettet man z. B., daß beim 
einmaligen Werfen zweier Würfel zwei gleiche Zahlen erscheinen 
werden, so führen unter den 36 gleich möglichen Fällen 6 dieses 
Ereignis herbei, während es in den übrigen 30 nicht eintritt. Die 

KoB&kf Aasgleichnng von Beobachtungen. II. 2 
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Wahrscheinlichkeit des Gewinnes verhält sich also zu der des Ver- 
lustes wie 1 : 5, oder der Gewinn muß das Fünffache des Verlustes 
betragen. 

5. Beispiel. Angenommen, die Wahrscheinlichkeit, mit 
einem einzigen Schuß aus einem Geschütze eine Scheibe zu 

treffen, sei p = —- Die Wahrscheinlichkeit des entgegengesetz- 

* 1 

ten Ereignisses, eines Fehlschusses, ist dann ^ = 1 — p= . 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei 4 Schüssen dreimal 
die Scheibe zu treffen? 

Zur Anwendung der Formel 2) im Punkte 4 dieses Abschnittes 
setze man: 

«=:4, TW = 3, /i = l, p 

dann wird: 

^3>'^4/ 4 64 



3 1 

4 ^ 



4' 



6. Beispiel. Eine Urne enthält n Kugeln; hievon sind a 
weiß und b schwarz, wobei n = a \-b ist. Es werden k Züge 
hintereinander ausgeführt, die gezogenen Kugeln jedoch 
nicht zurückgelegt Welches ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
in den k (^a) Zügen lauter weiße Kugeln erscheinen? 

Die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer weißen Kugel beim 

u 
ersten Zug ist: p. = -. 

Da die Kugel nicht zurückgelegt wird, so ist die Wahrscheinlich- 

a — l 
keit für das Ziehen einer weißen Kugel beim zweiten Zuge: p2 = — ^r- 

Die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer weißen Kugel beim 
dritten Zug ist, da nur a — 2 weiße Kugeln vorhanden sind, 

j?3 -== "H- u. s. w. Die Wahrscheinlichkeit, daß im &-ten Zug eine weiße 

ir /*~\ • . • . a-(Ä:-l) 

Kugel erschemt, ist: Pk = 



n — ^k — iy 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also: 

a a—1 a — 2 a — (k — 1) 



P=PiPi i^A=- 



n n — In — 2 



n 



(h-i) 



® 



oder bei Anwendung der von Kramp [siehe Punkt iE) dieses Ab- 
schnittes] eingeführten Bezeichnung: 

{a — (fe — 1)}^'' 



P= 



a 



Ä-,-1 



n 



ki-X 



|n_(fe_i)}^/i 
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6. Bemerkungen über Wahrseheinliehkeitsbestimmungen. 

Es dürfte von Interesse sein, noch die folgenden Bemerkungen 
über Wahrscheinlichkeitsbestimmungen anzuführen: 

a) Es wurde gefunden, daß die Wahrscheinlichkeit, womit die 
mehrmalige Wiederholung desselben Ereignisses unter gleichen 
Umständen erwartet werden darf, ausgedrückt wird durch die Wahr- 
scheinlichkeit des einmaligen Eintretens der Erscheinung, erhoben 
zu derjenigen Potenz, deren Exponent der Wiederholungszahl gleich 
ist. Die höheren Potenzen eines echten Bruches werden aber immer 
kleiner, daher die mehrmalige Wiederholung eines an sich leicht 
möglichen Ereignisses sehr wenig wahrscheinlich wird. 

Laplace schließt hieran die folgenden Bemerkungen:'^) Eine 
Tatsache sei durch zwanzigmaliges Wiedererzählen überliefert worden. 
Wenn alsdann auch die Glaubwürdigkeit jeder Mitteilung gleich 0*9 
wäre, so würde die der schließlichen Überlieferung doch nur 

0*9 zur zwanzigsten Potenz oder gleich 0'1216 oder weniger als — 

8 

sein. Diese auffallende Verminderung der Wahrscheinlichkeit kann 
man sehr passend mit der abnehmenden Deutlichkeit der Gegen- 
stände vergleichen^ die man durch mehrere Glasscheiben sieht. Die 
einzelne Scheibe läßt kaum eine Undeutlichkeit bemerken, wenn es 
aber mehrere sind, so wird das Bild bald unklar und leicht ganz un- 
kenntlich. Die Geschichtschreiber pflegen diese Tatsache nicht 
sonderlich zu beachten, wenn sie von Zeiten sprechen, die viele 
Generationen zurückliegen, und gewiß würden manche historische 
Ereignisse, die man als sicher ansieht, wenigstens sehr zweifelhaft 
erscheinen, wenn man sie einer Prüfung unterwerfen könnte. 

In den rein mathematischen Wissenschaften sind die ent- 
ferntesten Folgerungen noch ebenso sicher, wie die Grundsätze, von 
denen man ausgegangen ist. Bei Anwendung der Analysis auf 
physikalische Gegenstände geht die Wahrscheinlichkeit der zu Grunde 
gelegten Voraussetzungen auf alle Folgerungen über. In den 
historischen Wissenschaften leitet man dagegen jede Folgerung nur 
auf eine wahrscheinliche Art aus den vorhergehenden Sätzen ab. 
Welche Sorgfalt man daher auch anwenden mag, um Täuschungen 
zu vermeiden, so wächst die Größe des möglichen Fehlers doch mit 
jedem Schritte, und für entferntere Folgerungen dieser Art wird 
die Wahrscheinlichkeit sehr gering. 



*) G. Hagen, Wahrscheinlichkeitsrechnung, dritte Auflage, 1882, Seite 9 
bis 13. 



^ 
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bj Oft fragt man, ob bei ganz zufälligen Ereignissen, wobei 
keine Beziehung zu den früheren stattfindet, die Vergangenheit 
von Einfluß auf die Zukunft sei. Dieses ist nicht der FaU. So 
ist es höchst unwahrscheinlich, daß beim Aufwerfen einer flachen 
und ganz symmetrisch geformten Münze zehnmal nacheinander die 

Wappenseite erscheinen wird. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist gleich 

/l \i^ 1 

( - ) =-7;-^ oder man kann vor dem Beginne des Spieles 1 gegen 

1023 wetten, daß dies nicht der Fall sein wird. Wenn auch bereits 
neunmal hintereinander Wappen erschienen ist, so bleibt der letzte 
Wurf hievon ganz unabhängig, und die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß er Wappenseite geben wird, ist wie bei dem ersten Wurfe 

gleich -, weil keine Rückwirkung der früheren Ereignisse auf die 

folgenden denkbar ist. 

Bei dem wiederholten und vorwiegenden Erscheinen der einen 
Seite kann man jedoch vermuten, daß die Ursache dieses Eintreffens 
in der Münze selbst gelegen und dieselbe nicht gleichmäßig geformt 
ist. Wäre das letztere der Fall, so würde auch in Zukunft diese 
Seite vorherrschend erscheinen. — Ebenso ist das Glück, welches 
manche Personen in allen Lebensverhältnissen haben, gemeinhin die 
Folge ihrer Geschicklichkeit. 

c^Man pflegt regelmüßig wiederkehrende Erscheinungen, 
z. B. daß in n Würfen mit einer Münze abwechselnd Wappen und 
Schrift erscheint, besonderen Ursachen zuzuschreiben. Oft glaubt 
man sogar, daß Erscheinungen, die sich in eigentümlicher Weise 
oder in einer gewissen Regelmäßigkeit darstellen, weniger wahr- 
scheinlich sind, als andere; so z. B., daß beim Auf werfen einer 
symmetrisch gestalteten Münze nicht so leicht zehnmal nachein- 
ander die Wappenseite erscheinen könne, als irgend eine andere 
im voraus bestimmte Reihenfolge, worin die Aufeinanderfolge von 
Wappen und Schrift keine auffallende Regelmäßigkeit aufweist. Dies 
ist aber nicht der Fall. Die regelmäßigen Kombinationen ereignen 
sich vielmehr nur deshalb so selten, weil ihrer so wenige sind. An 
sich ist die Erscheinung 10-mal Wappen ebenso wahrscheinlich wie 
etwa die Erscheinung 1-mal Schrift, 3-mal Wappen, 2-mal Schrift, 
1-mal Wappen, 1-mal Schrift und 2-mal Wappen. Die letzte Er- 
scheinung tritt aber nicht als eine besonders in die Augen sprin«». 
gende auf, daher sie weniger beachtet, vielmehr zur großen Anzahl 
der anscheinend gesetzlosen gerechnet wird. 

Eben wegen der verschwindend kleinen Anzahl solcher un- 
gewöhnlichen Erscheinungen erregen dieselben den Verdacht, daß 
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sie nicht zufällig sind. Wenn jemand aus einer Urne, die auf sechs 
gleichen Kärtchen die Buchstaben -4, E^ 0, P, i?, U enthält, diese 
Kärtchen sukzessive herausziehend sie in der Ordnung EUROPA 
erhielte, so würde er dies mit Rücksieht darauf, daß die Buchstaben 
in dieeer Reihenfolge einen ihm geläufigen Namen darstellen, als ein 
ungewöhnliches Ereignis bezeichnen; einem andern, dem dieser 
Name fremd wäre, würde nur mehr die Lesbarkeit der Permutation 
auffallen und sie würde ihm von diesem Gesichtspunkte nicht un- 
gewöhnlicher erscheinen als etwa ABEUPO; an sich stehen aber 
diese Anordnungen auf ganz gleicher Stufe mit jeder andern, wo* 
durch ein Wort dargestellt würde, das sich nicht aussprechen läßt 
und in keiner uns bekannten Sprache vorkommt, wie etwa mit 
RPUOAE. Jede Anordnung ist unter den 720 verschiedenen Per- 
mutationen der sechs verschiedenen Buchstaben einzig in ihrer Art 

und hat die Wahrscheinlichkeit —— -• 

720 

Wir sind gewohnt, die Erscheinungen, die um uns vorgehen, in 
gewöhnliche und ungewöhnliche oder außerordentliche ein- 
zuteilen. Die Anzahl der letzteren ist vergleichungsweise zu der der 
erster en verschwindend klein; wenn sie daher vorkommen, so wird 
immer der Verdacht angeregt, daß sie nicht zufällig eingetreten 
sind. Laplace bemerkt dabei, wie in gleicher Weise auch Zeugen- 
aussagen, welche außerordentliche Ereignisse bestätigen, besorgen 
lassen, daß sie auf Täuschung oder Übertreibung beruhen. 

7. Formeln der Kombinatorik. 

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten kommt es stets 
darauf an, die Anzahl der möglichen und günstigen Fälle zu er- 
mitteln. Hiezu dienen vornehmlich die kombinatorischen Grund- 
operationen, welche die Bildung von Permutationen, Kombina- 
tionen und Variationen zum Gegenstande haben. 

Es genügt hier die wichtigsten Formeln anzuführen. 

A) Eine Reihe von n verschiedenen Elementen permutieren 

heißt, den Elementen dieser Reihe alle möglichen Anordnungen 

(Gruppen oder Komplexionen) geben ; die Anzahl der Permutationen 

ist durch 

Pn = 1 . 2 . 3 n, symbolisch P„ = ti ! 

gegeben. Sie vermindert sich, wenn unter den n Elementen a 
gleiche Elemente vorkommen, auf 

al 
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und sie vermindert sich noch weiter auf 



p (a,h) — 



n\ 



a\b\ 



wenn sich außer den a gleichen Elementen einer Art noch b gleiche 
Elemente einer andern Art vorfinden u. s. w. 

n ! wird bekanntlich gelesen ^Faktorielle n"oder ^n Fakultät*. 

B) Eine Reihe von n Elementen zur r-ten Klasse ohne Wieder- 
holung kombinieren heißt, sie auf alle möglichen Arten in 
Gruppen von je r Elementen zusammenstellen, derart, daß ein 
Element in einer Gruppe nur einmal vorkommt; auf die Anordnung 
der Elemente innerhalb einer Gruppe kommt es dabei nicht an. Die 
Anzahl der Kombinationen ist 

KJ= ^____ _____ , symbolisch iC^'-^^CJ 

und kann durch Fakultäten ausgedrückt werden, da 

\r) 1.2.3 r 

^^(n — r)(n — r- 1) 3.2.1_ nl 



1,2.3 (n — r) rl (ii — ?') I 

ist; die Klassenzahl ist durch die Elementenzahl beschränkt. 

Eine Reihe von n Elementen zur r-ten Klasse mit Wieder- 
holung kombinieren heißt, auf alle möglichen Arten Gruppen 
von r Elementen bilden mit der Maßgabe, daß ein und dasselbe 
Element in einer Gruppe mehrmal und selbst 7--mal sich wieder- 
holen kann; auf die Anordnung der Elemente innerhalb einer Gruppe 
kommt es nicht an. Die Anzahl solcher Kombinationen ist 

" — 1 9 ^ r ' 

und durch Fakultäten ausgedrückt: 

^- . {n-\-r — l)\ 
;•!(// — ])! 

Die Klassenzahl ist hier unbeschränkt. 

Gewöhnlich nennt man die Kombinationen zur ersten, zweiten, 

dritten, vierten, fünften, Klasse auch Unionen, Amben, Temen 

Quaternen, Quinternen, 
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C) Aus einer Reihe von n Elementen Variationen ohne 
Wiederholung zur r-ten Klasse bilden heißt, auf alle Arten und in 
allen möglichen Anordnungen Gruppen von je r verschiedenen Ele- 
menten bilden. Die Anzahl derartiger Gruppen ist 

F,^') = n(w- l){n— 2) (n- r + 1) = r! ('^',), 

durch Fakultäten ausgedrückt: 

F(»-) = 



(?i — r) ! 



Die Klassenbildung ist durch die Elementenzahl beschränkt. Die 
Variationen der obersten, n-ten, Klasse fallen mit den Permutationen 
der Elemente zusammen. 

Aus einer Reihe von n Elementen Variationen mit Wieder- 
holung der r-ten Klasse bilden heißt, auf alle möglichen Arten und 
in allen Anordnungen Gruppen von je r Elementen bildeu; worunter 
sich gleiche Elemente selbst bis zur Anzahl r befinden können. Die 
Anzahl dieser Gruppen ist 

und die Klassenbildung ist unbeschränkt. 

Bemerkenswert und wichtig ist der Umstand, daß sich die An- 
zahlen der verschiedenen Arten von Komplexionen, bis auf die 
Variationen mit Wiederholung, durch Fakultäten darstellen lasset^. 
Demnach würde man für praktische Zwecke mit einer Tafel der 
Fakultäten das Auskommen finden. Indessen wachsen die Fakultäten 
mit der Zahl n sehr rasch und werden bei sehr großem n geradezu 
unberechenbar; um so weniger wären Rechnungen mit mehreren 
Fakultäten großer Zahlen direkt zu bewerkstelligen. 

D) Bekanntlich lautet der binomische Lehrsatz: 

(a-i-i)« = a'» + (J)a«-i6 4-(2)a'— *62 + (J)a«-863^ 



+ („Ii)'"-+G)»-- 



Der Binomialkoeffizient des ersten Gliedes ist 1; der Bino- 

minalkoeffizient des zweiten, dritten, vierten, , (r + lHen 

Gliedes ist gleich der Anzahl der Kombinationen der ersten, zweiten, 

dritten, , r-ten Klasse von n Elementen ohne Wiederholung. 

Die wichtigsten Eigenschaften der Binomialkoeffi- 
zienten sind folgende: 
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a) Die Binomialkoeffizienten wachsen bis zur Mitte 
4er Binomialreibe und nehmen dann gegen das Ende 'in 
umgekehrter Ordnung ab. 

Bildet man sämtliche Kombinationen von n Elementen zur r-tea 
Klasse ohne Wiederholung, so bilden die in der Komplexion nicht 
enthaltenen n — r Elemente in ihrer Gesamtheit die Kombinationen 
von denselben n Elementen zur (n — r)-ten Klasse ohne Wiederholung, 

so daß hieraus das Gesetz (^) = („ .) ohne weiteres folgt. Aus 

der Gleichung ( ^ /l^T^^^ erhält man: 



für r = 1 



für r=Z 



für r=3 



V?/ — 37 UJ"" 



1.2 
n{n — l){n—2) 

1.2^3 



u. s. f. 



Die Binomialreibe jeder geraden Potenz eines Binoms 
hat nur ein Mittelglied; die Binomialreibe jeder ungeraden 
Potenz eines Binoms hat zwei Mittelglieder. 

b) Die Summe aus dem 7'-ten und (r j- l)-ten Binomial- 
koeffizienten einer beliebigen Potenz ist gleich dem(r-(-l)-ten 
Binomialkoeffizienten der um 1 höheren Potenz; in Zeichen: 



(,.-i)+(:.)-("t'> 



Denn e> ist (;;) = (,.2,) 



n — r -\-\ 



r 



y daher 



(r-i)-(:)=(..-,)(': 



n 



r 
r 



n T- 1 



-)Hr-.)-^-rn 



Darnach ist beispielsweise (i)--(2)==(2)' (2)'^(3)~(3)' 
u. s. f.;. d. h. zwei aufeinander folgende Binomialkoeffizienten der 
n-ten Potenz geben einen Binomialkoeffizienten der (w -|" l)-ten Potenz 
zur Summe. 

Sollen die Formeln 

(")= ,/' „ und (") = ( " ) 
\rJ r\{n — r)\ \rJ \7i — rJ 



noch für 7i = r gelten, so muß man als Definition setzen: 
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o! = l und (q)=1; 

dann gilt die Formel ()= —n — '- — rr auch für r -— 0. 
*^ \rJ rl{n~r)l 

Für den Binomialkoeffizienten (j werden auch häufig die 

Zeichen J5/'*^ oder n,. gebraucht. Das Zeichen J5,» erinnert an den 
Namen „Binomialkoeffizienten". 

E) Mit einer von Chr. Kramp stammenden Bezeichnung für 
Produkte aufeinander folgender Zahlen, wonach für das Produkt 

n{n — 1) (n — r-\-l) das Sjrmbol n''/-^ oder auch das Symbol 

(n — r }-l)''/i gebraucht wird, läßt sich 

nl auch in der Form l'*'^, 

n! l*»/^ 

in der Form 



a\b\ *" ""* * "* i«/ti6/i' 



c) 



in der Form 



ir/l 



u. 8. w. schreiben. 



8. Die Formel von Stirling, 



Für die mathematische Ausbildung der Wahrscheinlichkeits- 
theorie bedeutete es einen großen Fortschritt, als es gelang, eine 
Funktion zu finden, welche den Wert der Fakultät einer großen 
Zahl angenähert gibt und rechnerisch leicht zu handhaben ist. De 
Mo i vre hat den Weg hiezu angegeben und war zu einem Resultate 
gelangt, in welchem ihm nur noch die Natur einer in Form einer 
unendlichen Reihe dargestellten Konstanten OT^lt) unbekannt blieb. 
Stirling gelang es, durch Auffindung des Wertes dieser Konstanten 
den vollendenden Schritt zu tun; nach ihm wurde später auch die 
Näherungsformel benannt; die Ableitung derselben soll nachstehend 
gegeben werden. 

Bekanntlich ist 

n! ;== 1 .2. 3. 4 n. 

Ersetzt man im rechten Teile dieser Gleichung jeden der 
n Faktoren durch den letzten, n, so resultiert n", welche Potenz 
offenbar größer als nl ist. Nun setze man 

1) w! --=n" (f {n) 

und es handelt sich darum, für (p (n) einen Näherungswert zu finden, 
wenn n groß ist. Ersetzt man in 1) n durch w + l, so folgt 
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(n^l)l = {n : l)" + i()p(w + 1), 
oder wenn beiderseits durch w + 1 abgekürzt wird, 
2) n! = (n-f l)*'9(n + l). 

Dividiert man 2) durch l), so resultiert: 

^^/ n + l \** y(n+ l)^/ iy y(n+l) 

daraus 



-(■+»-)'■■ 



9) (n) V ' n 



/ Ix** 

Nun ist bekanntlich lim (l-\ — j =e = 2*71828 , daher 



/In""" 1 1 

wird, wenn n groß ist, ( 1 -J — ) = — sehr wenig von - = g-^ 

/ 1 N** 

differieren. Für endliche Werte von w ist H +-) kleiner als e; 

speziell für n = l erhält diese Potenz den Wert 2. 

Aus dem Gesagten geht hervor, daß sich das Verhältnis ^ 7", 

g)(n) 

mit beständig wachsendem n dem Werte e-^ nähert. Da die Ent- 
wicklung für große n gemacht wird, so kann man demnach näherungs- 
weise setzen 



•'> «F(n) 



e- 



wobei festzuhalten ist, daß diese Formel nur für ein unendlich großes 
n streng richtig ist. Es fragt sich nun, welche Annahme für (p{n) 
mit dem gemachten, näherungsweise gültigen Ansatz 8) verträglich 
erscheint. Offenbar die Annahme 9 (n) = e;~*», denn dann ist 

Man kann also setzen: 

4) n! = n'»e-"^(n), 

worin der Paktor ^(n) wieder den Ausgleich herbeizuführen hat 
Dieser Paktor ist nicht konstant, sondern mit n veränderlich; ist n 
hinlänglich groß, so ist diese Änderung bei wachsendem n eine lang- 
same. Nachstehend soll ein Näherungswert für ^ (n) bestimmt werden. 
Setzt man in 4) n-^ 1 statt n, so folgt : 

(n -i- 1) ! = (71 -!- l)'»+i e-'»-i ip (71 +1); 



— 27 — 



wird beiderseits durch n-{-l abgekürzt, so resultiert : 

5) n\ = {n^ 1)" e-*-i tjj {n 4- 1). 

Dividiert man diese Gleichung durch 4), so ergibt sich: 



\ n / ^ (w) \ n/ ^ (n 



-1) 



woraus folgt: 



,;.: ^I^{n+ 1) ./. , l^-** 



Um für die rechte Seite dieser Gleichung einen Wert zu finden, 
setze man 



— n 



und nehme beiderseits die natürlichen Logarithmen; dann entsteht 
Wird Tl -| — J in eine Reihe entwickelt,*) so ergibt sich: 

lZ—l—n{^- — ^^ + — — J____-|- ; 



es ist somit 

1 1 



2 = ^2'». 3n" 



-f- 



Beschränkt man sich im Exponenten auf die Glieder von der Ordnung 
-> so kann man schreiben 

Entwickelt man diese Exponentialfunktion in eine Reihe**) und 
beschränkt sich hiebei auf die zwei ersten Glieder, so ergibt sich 

z=l4---' 
' 2n 



g% n 

*) BekanntUch ist ^ (l + a:) = ^ — ^ + ^-- — » — 1< » < + 1 

♦*) Für Jeden Wert von x gilt die Reihe: 

^ , X , x^ , x^ , 
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Man hat also 

tlj (n) 2 n 

Bis zu demselben Grade der Annäherung findet man mit Zuhilfenahme 
der Binomialreihe: 

f n f n V ' w/ ' 2n 

Wenn man also alle Glieder, welche im Nenner n in der zweiten und 
höheren Potenz enthalten, vemachläsBigt, so ändert sich die Funktion 
^ (n) mit n ebenso wie Yn. Man kann daher näherungsweise setzen : 

t (n) --= Yn ; 
die genaue Form für ^ (n) wäre eigentlich 

ip (n) = Yn F (n) 
und hiemit erhielte man: 

6) n! =7i"e-"Yn F{n), 

Die Funktion F{n) ändert sich sehr langsam, wenn n groß ist; das 

Verhältnis - -V/V- reduziert sich nach früherem auf die Einheit. 

F (w) 1 

wenn die Glieder mit — vernachlässigt werden. 

Um einen Näherungswert für F(n) zu finden, könnte man den- 
selben Weg einschlagen, welcher vorher für die Berechnung der 
Näherungswerte der Funktionen (p{n) und ^(w) eingehalten wurde. 
Es ist jedoch gestattet; mit diesem Vorgange hier abzubrechen, da 
man zeigen kann, daß F(n) einem konstanten Werte zustrebt, welchen 
man für F{n) nehmen kann, wenn n sehr groß ist. 

Da — Vr/\ - sich auf die Einheit reduziert, wenn man —z 
F(n) «2 

vernachlässigt, so kann man setzen 

F{n) ' n^' 

worin Xx einen endlichen Wert hat. Man kann also schreiben 



F{n+X) ' {n-\-lY 



= l-u 



F(nA~2) ' (n-,-2Y 

Fjn ^- p) _ _ ^ 

F(»i + p — 1) "r"(„_{_p_i)«' 
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wobei li, Ib} f h endliche Größen sind. Durch Multiplikation 

der vorhergehenden Gleichungen folgt 

'^ F(n) 1^71211 ' (w+l)2J r ' (n + p — 1)3/ 

Die rechte Seite dieser Gleichung und folglich auch die linke Seite, 
welche ihr gleich ist^ nähert sich mit wachsendem n immer mehr der 
Eünheit^ p kann hiebei irgend einen endlichen (großen oder kleinen) 
Wert haben. In der Tat, hat man allgemein 



«) K^-i)=i(^-®)' 



worin ® mit wachsendem n immer mehr der Null sich nähert. Der 
Logarithmus der rechten Seite von 7) ist 

wegen 8) geht diese Summe über in 

Diese Summe nähert sich mit wachsendem n der Null, und zwar 
deshalb, weil die Reihe, deren allgemeines Glied — ^ heißt, eine kon- 
vergente ist. Die Summe aller Glieder dieser letzteren Reihe, vom 
Gliede —^ angefangen, ist sehr klein, sobald n hinreichend groß an- 
genommen wird; diese Sunmie bleibt auch sehr klein, wenn die 
Glieder derselben mit Faktoren multipliziert werden, welche endliche 

JP (yi _|_ p\ 

Größen sind. Hiemit wurde bewiesen, daß l — ^17^^ = ist; es ist 

_t^(n -4- ü) 
demnach — ^-T-r^ = 1, d. h. -F(w) strebt mit wachsendem n einer 

konstanten Grenze zu. Bezeichnet man letztere mit ff, so kann man 
schreiben : 

9) n! = (t?i"6-"K71. 

Diese Formel drückt das Theorem von Moivre aus; letzterer 
erkannte, daß zu dem Produkte der drei Faktoren n'^er'^^^n ein 
konstanter Faktor G hinzutreten müsse, um n\ zu erhalten. Moivre 
konnte aber den Wert dieser Konstanten nicht bestimmen. Er teilte 
das von ihm gefundene Resultat Stirling mit, dem es auch gelang, 
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diese Konstante G zu ermitteln. Stirling erkannte auch, daß Q mit 
dem Kreise im Zusammenhange steht. 

Nach dem Theorem von Wallis (siehe den nächsten Punkt) 
hat man 

n ,. 2.2.4.4.6.6 2n.2 n 

= hm 



2 „=« 1.3,3.6.5.7....(2n— l)(2?i + l) 

Ist n sehr groB, so kann man für die unendlich vielen Faktoren 
im Zähler und Nenner eine endliche Anzahl setzen und schreiben 

jt 2.2.4.4.6.6 2n.2n 



2 1.3.3.5.5.7 (2 n — 1) (2 w + 1) 

Hieraus folgt nun durch einfache Transformation 

7C _ 2^^(1.1.2,2.3.3 n.n) 

2 "" { 1 . 3 . 5 . 7 . . . . (2 n — 1)} { 1 . 3 . 5 . 7 (2 n — 1) (2 n + 1)} 

2g''(n!)g 

"" { 1 . 3 . 5 . 7 . . . . (2 w — 1)} {l . 3 . 5 . 7 . . . . (2 n — 1) (2 n -f 1)} 

_ 2g^(n!)^(2 . 4.6 . . . . . 2 n)^ _ 

~ (2 n iy{27i'-frr ~ 

22''(n!)2 22''(l . 2 . 3 . . . . n)^ 22« (w!)« 2«'»(n !)2 



(2n!)2(2n4-J) (2 7i!)a(2n+ 1) ' 

man hat also 

7t 2* " (n ly 



2 (2w!)2(2 7i+l) 
Mit Benützung der Formel 9) kann man hierin setzen 

nl = G'nre-'^Yny 2 n! = G^(2n)«" e~«'» Y2n 

und erhält 

7t _ 2*'*w*"c-^'*n2ß^ _ nÖ» 

2 ~ (2n)*«6-***2nff2(2n-p i) "~ 2(2n4-l)' 

oder 

n^^--- r : Cr-. 

2n-4- 1 

Da n sehr groß vorausgesetzt wird, so unterscheidet sich 

; — = sehr wenig von — , so daß man setzen kann % = - G^\ 

2^^^1 2-1-- ^2' 2 

n 
hieraus ergibt sich schließlich 

10) G = f 2^ 
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Setzt man diesen Wert in 9) ein, so erhält man als Schluß- 
resultat 

11) w!=n"6-"/2 3rw. 

Dies ist die sogenannte Stirlingsche Formel. Wie aus der 
Herleitung hervorgeht, gibt die rechte Seite immer einen zu kleinen 
Wert für die linksstehende Fakultät. Genauer ist 

nl=n^e~»Y2 7tn fl + -i~H ^ - -p V 

\ ' 12 71 ' 288 n2 ~ J 

In den Anwendungen dieser Formel auf die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung genügt es, den vor der Klammer stehenden Faktor 
allein zu benfitzen. 

Um die Natur der merkwürdigen Näherungsformel 11) er- 
kennen zu lassen und zu zeigen, daß sie schon bei mäßigen Werten 
von n gut verwendbar ist, seien nachstehende Beispiele angeführt: 

Es ist 

101 = 3 628 800 

IQio e-^^y 20 Jt = 3 598 699 

die Differenz = 30 101 macht 0*008 oder 

0-8 % des richtigen Wertes aus. 

20! = 2,,, 432902,, 008176, 640000 
2020 g-2o/ 40 3p ^ 2,„ 422786,, 885510, 400000 

die Differenz = 10115,, 622666, 240000 

macht 0-00417 oder 04 — % des richtigen Wertes aus. 

30! = 265„„, 252859,,,, 

3030 e-^YßOTC = 264„„, 517093,,,, 

die Differenz = 735766,,,, 

macht 0*0028 ... oder 0-28... Vo dos richtigen Wertes aus. 

Genau ist: 

30 ! = 265„„, 252859,,,, 810729,,, 458636,, 308480, 000000. 

Der absolute Fehler, den man bei Anwendung der Formel 11) 
begeht, wächst also mit n ins Ungeheure, der relative Fehler aber 
nimmt mit wachsendem n ab und ist selbst bei n = 10 so klein, daß 
er für praktische Zwecke fast ausnahmslos zulässig erscheint. 

Die Herleitung der Formel von Stirling wurde dem Werke 
«Calcul des Probabilites" par J. Bertrand, Paris 1889, ent- 
nommen. Siehe daselbst Seite 72, Punkt 56. 
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9. Herleitung der Formel von Wallis. 

Wendet man auf das Integral 



1 si7i*^xdx=- j 



sin*^ xdx=^ j sin"' ~ ^ x sin x d x, 

worin m eine positive ganze Zahl >2 bedeutet, die partielle oder 
teilweise Integration an, indem man setzt: 

u = sin"^^^ Xy dv = sin x d ,t, 

also 

du = {m — 1) sin***—^x cos xdx, v = — cos x, 

so erhält man 

I sin*^ xdx^= — sin "*~^ x cos x ^- {in — 1)1 sin'^~* x cos^ xdx = 



— üi-n"»"-! 



= — Sin 



= — sin***~^ 



X cos X j- (m — 1) I sin"' ~^x{l — sin^ x) dx = 

x cosx -j- (m — 1) / sin"'~-xdx — {m — 1) i sin*^xdx; 

schafft man das zweite Integral im rechten Teile der Gleichung in 
den linken, so folgt: 

m j sin"* X d x = — sin'^—^ x cos x -{- {m — 1) 1 sin'"~^x d x 

und hieraus 

^x /* • m j sin"'-^xcosx , m— 1 r . _ , 

1) f s%n^xdx=^ - 1 I S7n*"~-xdx, 

J m m J 

Diese Reduktionsformel erniedrigt die Potenz m von sinx um 
zwei Einheiten und führt durch wiederholte Anwendung zu 



/ 



sin xdx = — cos x -|- C\ wenn m ungerade ist, 
oder zu 



/ 



rf.r-=u.-;- C, wenn m gerade ist. 



Mit Rücksicht auf 1) hat man nun 



K KU 

/^. ,„ 7 Isin^'-^xcosxV , ?/i — 1 r^, _ , 
sin"'xdx=z — \ > -i I sin"'-^xdx, 
l ^^ jo ^^ •/ 

ü 
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oder weil das erste Glied im rechten Teile für beide Grenzen ver- 
schwindet, 



2) 



/ 



:r 



8in'^xdx = 



m — 



m 



1 r. 

— I 8vn''*~^xdXy 







d. i. für ganze positive m eine Reduktionsformel mit den Schluß- 
integralen 



ff 



Tt 



3) 



j 8inxdx=l, j dx=—' 







u 



Bezeichnet man das Integral f 

u 

Jm, so ergibt sich: 



wegen mit 



./o = 



J,= 



J* 



6 



J« = 





7t 




2 ' 




1 n 




2 2' 




1.3 ;r 


^"^^"" 


2.4 2 




1.3.5 3r 




2.4.6 2 




1.3.5.7 jc 



= 1, 



^1 



J, = - 



2.4.6.8 



J« = 





2 
3 


> 








2. 


4 








3. 


5 


f 






2 


.4 


.6 






3 


.5 


.7 


f 




2 


.4 


.6. 


8 



3.5.7.9 



Für m = 2p gibt p-mal wiederholte Anwendung der Reduktions- 
formel 2) 



fi 



2.4.6 (2p — 2) 2p 2 



für m = 2jo-j- 1 erhält man 



n 

2 



J5 



«in^J'+^xd.r = 



2.4.6 {2p — 2) 2p 

3.5.7 (2p — l)(2jj-^ 1) ' 



Bemerkenswert ist die Transzendenz des Resultates für gerade 
w und seine Rationalität für ungerade m, 

Koz&k, Aasgleicliang toq BeobftcMuxiscii. II. q 
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Auf Grund dieser Untersuchung kann man nun die bemerkens- 
werte Formel von Wallis ableiten, durch welche die transzendente 

Tt 

Zahl -—zwischen beliebig enge rationale Grenzen eingeschlossen wird. 

n 
In dem Intervalle bis einschließlich - ist 

2 

wobei das Gleichheitszeichen nur an den Grenzen des Intervalls 
Geltung hat; daraus folgt daß 



u U u 



also 



2 . 4 .... (2 p — 2) 1 . 3 .... (2 p - 1 ) jr ^ 2 . 4 2 p 



3.5....(2p— 1) 2.4 ZjJ 2 3.5....(2^— 1) 

woraus 

2.2.4: (2j^— 2) 2j) JT 2.2.4 2p, 2p 



1 .3.3 (2J9 — 1) (2p— 1) 2 1.3.3 (2p— ») (2^+1) 

nun ist die obere Grenze 



2.2.4 {2p — 2) 2p __^-^'^ 2p. 2p 2p-|-l 

1 .3737.77. ~{2p~—iy(2p — i) ~" 1 . 3 . 37777! . (2 p -^1 ) (2 p + 1) ~^r 



— > 



daher weiter 

7t 



^ 2 p '^2.2... 2p.2ji; ^ 

1.3 (2p-l)(2p"+ 1) 

Daraus ersieht man, daß 

-4) — :z=. Ixm : - = • 

2 p=+or,l .3.3.5 (2p— 1) (2p-:- 1) 1.3.3.5 

Diese Darstellung von -— durch ein konvergentes unendliches 

Produkt hat zuerst John Wallis, und zwar vor Erfindung der In- 
finitesimalrechnung gegeben; nach ihm heißt 4) die Wallissche 
Formel. 



IL Abschnitt. 



Theorem von Jakob BernouUi. ümkehrung dieses 

Theorems. 

1. Von der Gesetzmäßigkeit in der Wiederholung eines Ereig- 
nisses und der Wahrscheinlichkeit für das EintrefiFen desselben, 
sobald die Zahl der Versuche stark anwächst. 

Die Erfahrung zeigt, daß sich mit wachsender Zahl der Ver- 
suche eine gewisse Gesetzmäßigkeit in der Wiederkehr der bei dem 
einzelnen Versuch auftretenden Resultate einstellt. Diese Tatsache ist 
die Folge eines für die Wahrscheinlichkeitstheorie höchst wichtigen 
Gesetzes, dessen Untersuchung und Klarlegung den Inhalt dieses 
Abschnittes bilden. Um zu zeigen, worin das Wesen dieses Gesetzes 
besteht, sollen zwei einfache Beispiele betrachtet werden. 

Es sei ein völlig gleichmäßig gearbeiteter Würfel vorausgesetzt, 
dessen sechs Flächen mit den Ziffern 1 bis 6 beschrieben sind. Mit 
diesem Würfel werde eine große Zahl von Würfen ausgeführt und 
die bei jedem Wurfe erscheinende Ziffer notiert. Nach Beendigung 
des Versuches wird man finden, daß alle Ziffern nahezu gleich oft 
zum Vorschein kamen, daß also das Verhältnis der Zahl der einer 
bestimmten Ziffer günstigen Würfe zur Gesamtzahl der Würfe sich 

wenig von dem Bruche — unterscheiden wird, und zwar umso weniger, 

b 

je größer die Zahl der Würfe ist. 

Man nehme ein Kartenspiel von 62 Blättern, wovon 12 Blätter 
Figuren aufweisen. Dieses Kartenspiel mische man, hebe die oberste 
Karte ab und notiere, ob dieselbe eine Figur aufweist oder nicht. 
Dann stecke nran die Karte wieder in das Spiel, mische von neuem 
und wiederhole den Versuch. 

3 * 
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Vergleicht man nach einer größeren Zahl von Versuchen die 
Zahl der abgehobenen Karten, welche eine Figur aufwiesen, mit der 

Zahl jener Karten, welche ohne Figur waren, so wird sich das Ver- 

12 3 
hältnis dieser Zahlen umso weniger von dem Bruche 777 = ^— unter- 

scheiden, je größer die Zahl der Versuche war. 

Die Gesetzmäßigkeit in der Wiederholung der einzelnen Resultate 
bei einer größeren Zahl von Versuchen ist derartig in die Augen 
springend, daß man sie als etwas völlig Gewisses entgegen nehmen muß. 

Zu Anfang des 18. Jahrhunderts veröffentlichte Jakob Ber- 
noulli seinen Beweis dieser Gesetzmäßii<;keit, welcher unter dem Namen 
„Theorem von Jakob Bernoulli" bekannt geworden ist. 

2. EntYrtekliing der Fragestellung für das Theorem von 

Bernoulli. 

Aus der Verwirklichung gewisser allgemeiner Bedingungen möge 
mit Notwendigkeit eines der Ereignisse S, -P hervorgehen ; für das 
Eintreten des ersten bestehe die Wahrscheinlichkeit p^ für das Ein- 
treten des zweiten die Wahrscheinlichkeit q, so daß i> + 5 = ^ ist. 
Die Verwirklichung (Versuch, Beobachtung) soll nicht einmal, sondern 
«-mal geschehen; jedoch sei ausdrücklich vorausgesetzt, daß der 
Komplex der allgemeinen Bedingungen in dem Sinne unveränderlich 
bleibe, daß die Wahrscheinlichkeiten p und q bei jedem Ver- 
suche dieselben Werte besitzen. Das einfachste Schema für 
diesen Sachverhalt kann in wiederholten Ziehungen einer Kugel aus 
einer Urne erblickt werden, welche weiße und schwarze Kugeln in 
bestimmtem Mengenverhältnis enthält; die gezogene Kugel wird jedes- 
mal zurückgelegt und unter die anderen gemengt, ehe der nächste 
Zug geschieht; das Erscheinen einer weißen Kugel gelte als Ereignis 
E, das Erscheinen einer schwarzen Kugel als Ereignis F, 

Wenn man bloß die Wiederholungszahlen der Ereignisse E, F 
in Betracht zieht und von ihrer Reihenfolge, falls sie überhaupt fest- 
stellbar wäre, absieht, so sind s -\- 1 verschiedene Gesamterfolge der 
s Beobachtungen möglich. Es kann 

das Ereignis E «-mal, das Ereignis F gar nicht, 

E (« — l)-mal, ^ „ F i-mal, 

E (« — 2)-mal, „ „ F 2-mal, 

das Ereignis E gar nicht, das Ereignis F «-mal 
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eintreten. Die Wahrscheinlichkeiten dieser Kombinationen sind be- 
stimmt durch die aufeinander folgenden Glieder der nach fallenden 
Potenzen von p geordneten Entwicklung von 

(i> + <jy=p'^(\)p'-'q + {l)p"'q'- + Qr-q-+ +?• 

oder in anderer Schreibart der Binomialkoeffizienten durch 



81 . , Sl 



ip + qy^p-^ (.-1)!1! P'-'^^ (.-2)!2! P'"'^'-^ 



s\ 



' m. T ii t 



mmi 



pm qn J- T ^^ ("* -i- n = 8). 



Die Summe aller hierin vorkommenden Wahrscheinlichkeiten ist offen- 
bar gleich Eins; insbesondere stellt das Glied 



8l 



1) -, ,7>m9n, worin m-\'n = 8, 

mini ^ 

die Wahrscheinlichkeit dar, daß der Gesamterfolg in der m-maligen 
Wiederholung von E und der n-maligen Wiederholung von F be- 
stehen werde, und zwar ohne Rücksicht auf die Reihenfolge 
dieser Ereignisse. Die Wahrscheinlichkeit, daß in irgend einer 
vorgeschriebenen Ordnung der erwähnte Gesamterfolg bestehen 
werde, ist bekanntlich p^ 5", wobei m -{-n = 8. 

Es mag hervorgehoben werden, daß diese Wahrscheinlichkeits- 
messung für einen Gesamterfolg gerade so wie die Wahrscheinlich- 
keitsbestinunung für den einzelnen Versuch lediglich auf der Wahr- 
scheinlichkeitsdefinition beruht und demgemäß folgenden Sinn hat: 
In dem Gesamtumfange der Ausführungsmöglichkeiten der 8 Versuche 
machen diejenigen, welche mit Notwendigkeit zu dem in Rede 
stehenden Gesamterfolge hinführen, einen Teil aus, dessen Verhältnis 
zum Ganzen durch die Zahl 1) bestimmt ist. 

Hinsichtlich der möglichen Erfolge der 8 Versuche sind nun 
zwei Fragen von besonderer Bedeutung: 

a) Welcher unter den Erfolgen ist der wahrschein- 
lichste? 

b) Welche Wahrscheinlichkeit besteht dafür, daß sich 
ein Erfolg einstellen werde, der von dem wahrscheinlichsten 
nicht mehr als innerhalb vorgegebener Grenzen abweicht? 

Der Sinn des Wortes „Abweichung'* ist hier der folgende: Sind 
m\ n' die Wiederholungszahlen von E und F in der wahrschein- 
lichsten Kombination, so weist eine Kombination mit den Wieder- 
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holungszahlen w, n die Abweichung m — m = — (?i — 71) (folgt aus 
m + n = w'-|-n') auf; um so viel übertrifft (wenn m — m'>0) die 
Wiederholungszahl von E in der letzteren Kombination jene in der 
wahrscheinlichsten Kombination, oder um so viel bleibt sie hinter 
ihr zurück (wenn w — m<0). 

Die Beantwortung der aufgestellten Fragen bietet keine prin- 
zipiellen Schwierigkeiten dar. Die erste erfordert die Feststellung des 
größten Gliedes in der Entwicklung von (p~\-qy; die Exponenten 
von p, q in diesem Gliede kennzeichnen die wahrscheinlichste Kom- 
bination, der Wert des Gliedes selbst gibt ihre W^dirscheinlichkeit. 
Um die zweite Frage zu beantworten, hätte man jene Glieder der 
Entwicklung auszurechnen, welche Abweichungen innerhalb der vor- 
gezeichneten Grenzen aufweisen; ihre Summe gäbe die Wahrschein- 
lichkeit, daß diese Grenzen nicht überschritten werden. 

Ist 8 eine nur mäßige Zahl und sind auch p, q durch kleine 
Zahlen ausgedrückt, so verursacht die Ausführung dieser Rechnungen 
keine große Mühe. Es sollen zwei Beispiele in dieser Art erledigt 
werden; um daran einige Beobachtungen zu knüpfen. 

3. Beispiele. 

1. Beispiel. Aus einer Urne, welche zwei weiße und eine schwarze 
Kugel enthält, mögen 6 Ziehungen vorgenommen werden. 
Die Entwicklung 

/2 , l\ß /2\« ,/2\M , ,,/2\Vl\^ . «^/2\V1\- 

' \3/ \3/ ' S\3y ' V3/ 729 '729 ' 729 ~ 729 ' 

60 , 12 . 1 



' 729 729 ' 729 

zeigt, daß die Kombination, 4 weiße und 2 schwarze Kugeln zu ziehen, 
unter allen die wahrscheinlichste ist; auf die Frage nach der Wahr- 
scheinlichkeit, daß die Wiederholungszahl der weißen Kugel nicht 
über 5 und nicht unter 8 falle, die Abweichung von der wahrschein- 
lichsten Wiederholungszahl also nicht mehr als 1 nach auf- oder 
abwärts betrage, gibt sie die Antwort: 

192 . 240 . 160 592 



729 ' 729 ' 729 729 



2. Beispiel. Aus derselben Urne sollen doppelt so viel, das 
sind 12 Ziehungen vorgenommen werden. 
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2 
Die 13 Glieder der nach fallenden Potenzen von — geordneten 

Entwicklung von ( ^ + "^ ) siiid Brüche mit dem Nenner 531441 und 

den Zählern: 

4096, 24676, 67584, 112640, 126720, 101876, 59136, 25344, 7920, 

1760, 264, 24, 1. 

Daraus ist zu entnehmen, daß die Kombination von 8 weißen 
und 4 schwarzen Kugeln die wahrscheinlichste ist; daß ferner die 
Wahrscheinlichkeit; weiß werde nicht öfter als 10-mal und nicht 
seltener als 6-mal sich einstellen, gleich ist 

67584 112640 126720 . 101376 59136 467456 



531441 531441 ' 531441 ' 531441 ' 531441 581441 

Aus diesen Beispielen sei folgendes hervorgehoben: 

Bei 6 Versuchen bat die wahrscheinlichste Kpmbination die 

Wahrscheinlichkeit: 

240 • ' 

— =-0-3030. .... 

bei 12 Versuchen — die übrigen Umstände blieben unverändert — 
die Wahrscheinlichkeit: 

126720 

= 0-2380 



531441 



Die Wahrscheinlichkeit für die wahrscheinlichste Kombination 
hat sich mit der wachsenden Anzahl der Versuche vermindert. Diese 
Erscheinung kann nicht überraschen, wenn man beachtet, daß mit der 
Anzahl der Versuche auch die Menge der möglichen Erfolge wächst. 

Für die Grenzen 5, 3 der Wiederholungszahl weißer Kugeln er- 
gab sich bei 6 Versuchen die Wahrscheinlichkeit: 

592 

= 0-81207 : 



729 

für die Grenzen 10, 6 bei 12 Versuchen die Wahrscheinlichkeit 

467456 



531441 



= 0-8796 



Das Verhältnis der Grenzen zur Gesamtzahl der Versuche ist beide- 

mal dasselbe, nämlich - = —r und '- = ---: die Wahrscheinlichkeit der 

' 6 12 6 12 

NichtÜberschreitung dieser Grenzen fiel das zweite Mal größer aus. 
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Die Reihe der Wahrscheinlichkeiten ist asymmetrisch, nach der 
Seite des Ereignisses mit der größeren Wahrscheinlichkeit kurzer 
und aus größeren Zahlen bestehend. Sie würde S3rmmetrisch aus- 
fallen, wenn p= q==— wäre. 

Bei sehr großen Werten von s und weiteren Grenzen der Ab- 
weichung wird die direkte Erledigung der gestellten Fragen wegen 
der Weitläufigkeit und Umständlichkeit der erforderlichen Rechnungen 
physisch undurchführbar. Für solche Fälle sind seit der Zeit, da 
Jakob Bernoulli diese Untersuchungen in Angriff genommen, 
Näherungsmethoden ausgebildet worden, um welche sich insbesondere 
A. de Moivre, J. Stirling, C. Maclaurin, L. Euler und P. S. 
Laplace verdient gemacht haben. Mit der Entwicklung dieser Analyse 
und ihrer Anwendung auf verschiedene Probleme beschäftigen sich 
die folgenden Punkte. 

4. Die wahrschelnliohste Kombination der einander 
entgegengesetzten Ereignisse £1 und F bei s-maliger 

Wiederholung des Versuches- 

Diese Ermittlung fällt mit der Aufsuchung des größten Gliedes 
der Entwicklung von (p -t- qY zusammen. Dieses Glied sei mit Tq be- 
zeichnet, femer sei die Zahl, welche angibt, wie oft bei der wahr- 
scheinlichsten Kombination das Ereignis E eintrifft, gleich m und die 
Zahl, welche angibt, wie oft hiebei F eintrifft, gleich n. Das größte 
Glied des aufgelösten Binoms (p -^ qY hat dann die folgende Form: 
\pm qH __ — ' pm qn ^obcl 1» + n = » ist. 

Die Zahlen m und n sollen nun bestimmt werden. Das dem 
Gliede T^ vorangehende Glied sei Ti, das nachfolgende T-^. Es ist 
alsdann 

Die drei Glieder Tq, Tj, TLj stehen sonach zu einander in der Be- 
ziehung 

oder 

(n— l)!(n«-t-l)!' ^ ^ w! w!^ ^ (w — 1)! (m— l)!'^ ^ ' 



r 
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woraus nach entsprechender Kürzung einerseits 

P 



m-j-1 ^ n 
und anderseits 

V 



2) 



m n-\- 1 



folgt. Aus diesen zwei Ungleichungen kann man zunächst q und n 
mittels der Beziehungen q=l — p, n==8~- m eliminieren und sodann 
die Ungleichungen umformen ; man gelangt hiedurch zu zwei Grenzen 
für m. 

Aus 1) ergibt sich 

4-<'-^^ oder ps-pm<m-^l-pm-p, ps<:fn+l-p, 

daraus endlich 

3) m >p « + P — 1 oder m>p8 — q. 

Da p, q, 8 gegeben sind, ist durch 3) eine untere Grenze für m 
gegeben. 

Als untere Grenze für n würde man auf gleichem Wege er- 
halten : 

4) n:> q8-\-q — 1 oder n>q8 — p. 
Aus 2) folgt: 



> T-T^ oder ps — pm-f-p>m — pm, p8-\-p> 

m 8 — W-j-l -^ -^ -^ r 1 jr \ I- 

Durch 

5) m<ip8-\-p 

ist eine obere Grenze für m gegeben. 

Als obere Grenze für w würde man finden: 



m. 



6) n<iq8-\-q. 
Für m besteht also die Beziehung 

7) p8 -{'p-' l<im<:p8-\-p oder p8 — q<'m<ij)S'^p^ 
die Beziehung für n lautet: 

8) q8-\-q— \ <iv<iq8-]- q oder qs — p<:w<:y» + ?' 
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Die Ungleichungen 7) sagen aus, daß die Zahl m der Wieder- 
holungen des Ereignisses E, welche der wahrscheinlichsten Kombi- 
nation entspricht, in den Grenzen 

ps — (j und /> s + p 

eingeschlossen ist. Da die Differenz dieser Grenzen gleich p -r(j= l 
ist, muß m diejenige ganze Zahl sein, welche als einzige zwischen 
den angegebenen Grenzen liegt. Ist p s selbst eine ganze Zahl, dann 
ist m = vs. Hienach ist n = » — m-= 8{\ — jj) =^qs und 

d. h. die wahrscheinlichste von allen Kombinationen, zu welchen eine 
^'-malige Wiederholung des Versuches führen kann (immer voraus- 
gesetzt, daß jeder Versuch eines der beiden entgegengesetzten Ereig- 
nisse E und F zur notwendigen Folge hat und daß die Wahrschein- 
lichkeiten p und q während aller Versuche konstant bleiben), ist die- 
jenige Kombination, bei welcher sich die Zahl der Wiederholungen 
von E zur Zahl der Wiederholungen von F verhält, wie die Wahr- 
scheinlichkeit von E zur Wahrscheinlichkeit von F. 

Ist aber ps ein unechter Bruch, so ist m jener ganzen Zahl 
gleich, welche innerhalb der Grenzen ps — q und />« r p eingeschlossen 

711 

ist. In diesem Falle ist das Verhältnis - nahezu gleich p und folg- 

n ^ 

lieh nahezu gleich q. 

Aus der Beziehung 7) folgt übrigens unter allen Umständen, daß 

m -4- 1 > (8 -|- l)p, m < (s — 1) y>; 
somit kann man setzen: 

m = {8 -1- l)p — d, wobei <id < 1 . 

Da nun in iu=ps—p — d sowohl ji> als auch ö echte Brüche sind 
und s als eine sehr große ganze Zahl vorausgesetzt wird, so folgt 
hieraus, daß p> — ö gegenüber p a vernachlässigt, also 

10) m=^pH 

gesetzt werden kann. Für die Wiederholungszahl n von F folgt dann 

11) n =s — m = 8 — p 8 = s {{ — p) = q 8. 
Durch Division der Gleichungen 10) und 11) folgt wieder 

m:n =p:r/. 
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Das Resultat der Untersuchung zusammengefaßt lautet: Unter 
allen Ergebnissen, die in 8 Versuchen möglich sind, ist das- 
jenige am wahrscheinlichsten, in welchem das Verhältnis 
mi'ti der Wiedorholungszahlen von E und F dem Verhältnis 
p:q d^r Wahrscheinlichkeiten von E und /^gleich oder am 
nächsten ist. 

Ein besonderer Fall, der noch zu erwähnen ist, tritt dann ein, 
wenn jfs — q und infolge dessen auch p8-\-p eine ganze Zahl ist; 
es ergeben sich dann zwei um eine Einheit verschiedene ganze 
Zahlen als Grenzen für die Wiederholungszahl w. In der 
Entwicklung der Potenz (7> + 5)*sind dann zwei Glieder einander 
gleich und größer als alle anderen und es existieren zwei 
wahrscheinlichste Kombinationen von gleicher Wahrscheinlichkeit. 

Für die weiteren Entwicklungen ist es zulässig, m=r])8 und 
n = qs zu setzen und sonach das größte Glied auch dann in der Form 

zu schreiben, wenn ps und qff nicht ganze Zahlen sein sollten. 

Beispiel. Aus einer Urne mit 3 weißen und 2 schwarzen 
Kugeln werden 400, beziehungsweise 623 und 624 Ziehungen 
gemacht; welches ist das wahrscheinlichste Resultat? 

Die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer weißen Kugel ist 

3 2 

;> = -I die für das Ziehen einer schwarzen (/ = -- 
5 ' 

Bei « = 400 ist ]J8 = 2i0y qs =lQOy und da dies ganze Zahlen 
sind, so besteht die wahrscheinlichste Kombination aus 240 weißen 
und 160 schwarzen Kugeln. 

Bei « = 623 sind die Grenzen des die Wiederholungszahl m 

2 2 

einschließenden Intervalls 373- und 374-, daher ist m = 374 und 

o 5 

n = 8 — w = 623 — 374 = 249. 

In dem Falle «==624 findet man als Grenzen des Intervalls für 
TO die Zahlen 374, 375. Es kann daher ebenso wohl m = 374, n = 2b0 
wie m=375, n = 249 gesetzt werden. 

5. Näherungsweise Darstellung des größten Gliedes. 

Nach den vorhergehenden Untersuchungen ist es bei sehr großen 
s gestattet, für die Wiederholungszahlen von E und F in der wahr- 
scheinlichsten Kombination 

TU =}) H, 71 ^= qs I 
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zu setzen und somit, wie schon gesagt, das größte Glied in der Form 



1) T,= 



8\ 



P» nq.» 



(psy.iqsy.P 5 



darzustellen, wenn auch ps und qs nicht ganze Zahlen sein sollten. 
Hiezu sei bemerkt: Tq ist wohl das größte Glied und die ent- 
sprechende Kombination die wahrscheinlichste. An sich betrachtet 
hat aber auch diese wahrscheinlichste Kombination eine sehr gerin^^e 
Wahrscheinlichkeit, und zwar ist letztere umso geringer, je größer 
die Anzahl s der Versuche ist. Die Gleichung 

(jJ + qr=l^r + ({)p^-'q + (l)r-'q'^ + 

enthält 8 -\- 1 Glieder, deren Summe 1 ist. Je größer also s wird, desto 
kleiner muß jedes Glied werden. Hiebei werden die ersten und letzten 
Glieder viel rascher kleiner als die mittleren. Wären alle Glieder 

gleich, so hätte jedes den Wert Die Verteilung ist aber eine 

andere; es gibt Glieder, die größer und solche, die kleiner sind als 
1 

Wenn 8 eine sehr große Zahl ist, so können die Faktoriellen in 
Tq mit Hilfe der Stirlingschen Formel 

näherungsweise dargestellt werden. 
Demgemäß ist: 



8 



+ 1 



! = /"^2€-»K'2;r, 



(p «) ! = {p sf 2 g-p« Y2 Jt, 
{q8)l = {q8f^ '^e-^i'Y2 7t; 



s\ 



hiemit ergibt sich für den Binomialkoeffizienten 7 — t-t-, — rr der an- 

{p8)\(qs)l 

genäherte Wert 






p 'q ^Y2ns 
und für das größte Glied der näherungsweise Ansatz 
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1 



ps q» 



To=—T-^^ P'^i 



YV^i 



also 



p ^ (j * ¥ 2n8 ^ ^ 



2) T,= * 



y Zxpqs Y2np(l —p)8 

Bei demselben p^ q nimmt daher die Wahrscheinlichkeit der wahr- 
scheinlichsten Kombination mit wachsender Yersuchszahl, und zwar 
im Verhältnis ihrer reziproken Quadratwurzel ab. Bei sehr großem s 
wird sie außerordentlich klein. Bei gegebenem s hat Tq den kleinsten 

Wert, wenn p = q==- ist, denn für diese Werte von p und q wird 

bekanntlich das Produkt pq ein Maximum. 

Beispiele. Die Wahrscheinlichkeit, daß bei 1000 Würfen mit 
einer Münze gleich oft Wappen und Sc*hrift sich einstelle, beträgt 

= 0-025231; 



K500ar 

daß in 1000 Ziehungen aus einer Urne mit 4 weißen und l schwarzen 
Kugel 800 weiße und 200 schwarze Kugeln erscheinen, ist mit der 
Wahrscheinlichkeit 

—_- = 0031539 
7320^ 

zu erwarten. 

Um zu zeigen, daß die Formel 2) auch schon bei mäßig großem 
8 eine ziemlich gute Annäherung gibt, benütze man die beiden Bei- 
spiele, welche im Punkte 3 dieses Abschnittes zur Erläuterung der 
Entwicklung der Fragestellung für das Theorem von Bernoulli an- 
geführt wurden. Dort war j:? = -, ^ = — > ferner 

für « = 6 der strenge Wert von ro = 0'3030, 

der angenäherte Wert ist 0*3455; 

für «=12 der strenge Wert von 70 = 0-2380, 

der angenäherte Wert ist 0*2443. 

Welche Näherung sie bei großem % liefert, soll in dem Falle «= 1200 
durch Nebeneinanderstellung der strengen Rechnung und der Nähe- 
rungsrechnung dargetan werden; die linksstehende Rechnung ist mit 
Hilfe der sechsstelligen Logarithmen aller Fakultäten von 1 bis 1200 
von A. de Morgans geführt. 
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^ 120012800 


T ^ 




^ 800! 400! a 1200 ' 


•'■0 1/ 

y48U0;r 


Zo9 1200! — 3175-802827 


Zo^ 4800 — 3-681241 




log 800! — 1976-887084 


log 7t — 0-497150 


• 


hg 400!— 868-806414 


4-178391 




330109329 


% y 4800 jr — 2-089196 


SOO log 2 — 240-823997 


Zo^f 3 — 0-477121 




570-933326 


/ojfTo — 0-387925— 2 


1200 Zo^ 3 — 572-545506 


To — 0-024430. 




logTo = 0-387820—2 


Tq — 0-024424. 







6. Näher ungs weise Darstellung eines Gliedes, welches sieh 
von dem maximalen um eine gegebene Anzahl von Stellen 

entfernt. 

Dasjenige Glied, welches dem größten Gliede vorangehend von 
diesem durch l — 1 Glieder getrennt ist, hat den Ausdruck 



1) 



Tr = 



ifl 



{p8-^l)l{Cj8 — l)\ 



pp^+f qQ>f—'' 



das hiezu symmetrisch angeordnete Glied lautet: 



2) 



T-.i=-r 



8\ 



ps — l f.qn-^l 



(p8-l)\{qs-rlyJ' '^ 



Unter Anwendung der Formel von Stirling erhält man: 



T,= 



8 ' 

» e 



'Y-Z:is 



(ps^iy+'e-"' 'Y2n{ps + l).{qs — l)'"-'c-'"-''y27t(qs — l) 



XjJ'"+'q^''-' = 



Vi 



S" Y S 



f-X 



ipsy+'O'—) Ujs) (1-—) Y2^{ps^l){q8~J) 

i 7 oder endlich 






i^X^J^f^-^'+^(l—l^y''-'-^W2n]jq8 



J) s 



8 



1 / ,1 7 1,1 

3) Tj = -^^^^ (1 - — )-^— '-¥ (1 _ _L_)-'^^+^-- 



Y2lr 



pqn 



]:» 



qs 
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Der Kürze halber setze man: 



ps^l — — f. «' \-qf-{-f — 



1 



»> » 



A = (1 -\ )-"— T (1 -) 

es ist dann, wenn man nach der Basis e logarithmiert und hiebei, 
um Verwechslungen mit dem schon im Ausdrucke -1 enthaltenen 
Buchstaben / vorzubeugen, für den Logarithmus das Zeichen In an- 
wendet: 

lnÄ = — (ps{-l^-)ln{l-i-—) — {q8 — l + ~)ln{\——). 

Entwickelt man die Logarithmen im rechten Teile der Gleichung in 
unendliche Reihen,*) so hat man 

^^ ' r^ ]ts 2p^8^ Sp^8^ ^ 

1 l P P 

Setzt man voraus, daß l eine Zahl von der Ordnung Ys sei und 
vernachlässigt bei der Multiplikation Größen von geringerer Ordnung 

als — , so ergibt sich: 

8 

lnA = — Z + 



2p 8 Sp^s^ 2^^ ' 2^;*«* 2p 8 

P P P P I 

2 9 « "^ 3 52 ^2 ~^ "~ 2 ^2 g2 I 2qs 



l P P 

2p 8 2p8 ' ß2)^8^ ' 

I 1 I C' t t 



2q8 2q8 6 q'^ s^ 

Durch Reduktion resultiert ferner: 

, , Z l P P , P P 

2q8 2p8 2p8 2q8 ' Gp^8^ 6 q- s^ 

2p qs 2p q 8 ~^6p^8^ 6 q^ 8^ 

_{p — q)l P P P 



+ 



2j)q8 2p q 8 Qp^s^ 6 q^ 8 



*) Bekanntlich ist Zn (1 + a?) = "^ + "^ — ' — 1 < a: ^ + 1. 

1 ^ 



1 



1 



I 
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Geht man vom Logarithmus zur Zahl über, so erhält man: 

ß (p — q)l,_l* P 



^ __ g 9pq9 ß 2pq9 ' 6p"«« 6g««« 

Wird der zweite Faktor im rechten Teile der Gleichung in Form 
einer unendlichen Reihe dargestellt, so ergibt sich 

^ = rWb~/iJ.<^ZliL' i_ J" ^4- )• 

Setzt man diesen Wert von A in die Gleichung 3) ein, in 
welcher das Produkt der beiden Klammerfaktoren der Größe A 
gleich gesetzt wurde, so folgt: 



4) ^ e ^P^^ ^ (r-q)l P P_ 



Die Gleichung 2) geht aus der Gleichung 1) hervor, wenn in 
derselben l durch — l ersetzt wird, deshalb kann ohne weitere 
Rechnung gesetzt werden: 

5) T.^=-^^:k^{^-^P^=^--^^ }. 

' Y27tpq8 ^ ^Pq^ 6p^s^^6qU^ f 

Der gemeinsame Faktor beider Klammerausdrücke ist eine 
gerade Funktion von l. Der zweite Faktor führt die Asymmetrie 
herbei; ist j?>5, so ist Ti>T^i. 

Wird die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten T;, TLj ge- 
nommen, so ergibt sich die W^ahrscheinlichkeit, daß die Abweichung 
nach auf- oder abwärts l betrage, und diese ist: 

6) 7;4-5r_, = — ==_=-c 2p««. 

r 2%pq8 

Die Summe Ti^-T.^i drückt also die Wahrscheinlichkeit 
aus, daß sich die Wiederholungszahl des Ereignisses E und 
daher auch die Wiederholungszahl des Ereignisses F von 
der wahrscheinlichsten Kombination um / nach auf- oder 
abwärts unterscheidet. 

Sofern man Glieder zusammenfaßt, welche in Bezug auf das 
größte Glied symmetrisch angeordnet sind, darf man innerhalb der 
angegebenen Grenzen von l und mit der bezeichneten Genauigkeit 
die Werte von Ti durch die gerade Funktion 
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1 ^ 

7) 7; = - e 2i>2« 

darstellen. In der Praxis wird meist die Asymmetrie unterdrückt 
und man rechnet mit Werten, welche aus der Formel 7) folgen. 
Diese Formel entsteht dadurch, daß man in den Formeln 4) und 5) 
die innerhalb der geschwungenen Klaipjnern befindlichen Ausdrücke 
gleich i setzt. 

Es liegt in der Natur dieser Funktion, in ihrer außerordentlich 
raschen Abnahme mit wachsendem x, daß man sie auch über 
die angegebenen Grenzen hinaus anwenden darf, ohne einen er- 
heblichen Einfluß auf die ziffermäßigen Resultate befürchten zu 
müssen. Es werden für beträchtliche Abweichungen sowohl die 
strengen wie auch die nach dem Gesetze 7) gerechneten Näherungs- 
werte von Ti so außerordentlich klein, daß sie bei Lösung einer 
praktischen Frage nicht in Betracht kommen. 

Beispiel. Die rasche Abnahme von Ti mag aus dem folgenden 

3 2 

Beispiele ersehen werden. Für /> = -, </ = — , « = 2500, in welchem 

5 

Falle l von der Größenordnung 50 sein muß, also ein mäßiges Viel- 
faches dieser Zahl sein darf, ergibt die Rechnung nach 7): 

Tq = , = 0-016 287, 

Kl200 3r 

— JA, 

Tso = T^c 12 z= 0-002 0280, 

. 16 

Tgo = ToeJ ^ =0-000 078 632, 
7^00= T^c 3 =0-000 003 9149, 

ri5o= T^e -* =0-000 000 000 193 18. 

Die weitere Abnahme erfolgt so rasch, daß Tgoo erst an der 93. Stelle 
eine von Null verschiedene Ziffer hat. 

7. Wahrscheinlichkeit, daß die Abweichung innerhalb 

gegebener Grenzen verbleibe. 

Bei der Lösung dieser Aufgabe handelt es sich um die Sum- 
mierung von 2 Z -j- 1 Gliedern der Entwicklung (p -f 9)^ ^1? deren 
mittelstes das maximale Glied T^ erscheint, also um die Bestimmung 
der Summe 

-) -P= Ti -f- r?— 1 T" -j- 7\ + 7^0 i" 7^—1 H — •••+ 7L(;— i)-f- T__f. 

Koz&k, Aassleicbnnff von Beobachtungen. II. ^ 
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Jedes T drückt bekanntlich eine Wahrscheinlichkeit aus. Es be- 
deutet demnach P eine Totalwahrscbeinlichkeit, und zwar die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß sich in den 8 Versuchen eine der 2l -\-l 
Kombinationen, welche durch die einzelnen Tin Pvertreten 
sind, zutrage. Oder mit anderen Worten: Es drückt P A\q Wahr- 
scheinlichkeit aus, daß die Wiederholungzahlen der beiden 
Ereignisse E und F in den 8 Versuchen nicht mehr als um 
die Zahl l von der wahrscheinlichsten Kombination nach 
auf- oder abwärts abweichen. 

Die Bildung der Summe der T ist bei einigermaßen großem l eine 
kaum zu bewältigende Arbeit; man wird daher trachten, diese Summe 
näherungsweise durch einen geschlossenen Ausdruck darzustellen. 

Im Nachstehenden soll gezeigt werden, wie sich die Summe 
der T mit großer Annäherung auf ein Integral zurückführen läßt. 

Faßt man die Gleichung 

1 



r Zicpqa 

als Gleichung einer Kurve auf, wobei T^ die Ordinate für die Ab- 
szisse X bedeutet, so kann die Fläche zwischen der Kurve, der Ab- 
szissenachse und den Ordinaten 7/, T / näherungsweise mittels der 
zu den Abszissen 

/, l—l, Z — 2,...,1, 0, —1, —2, , — (/— 1) 

gehörigen Ordinaten durch die Summe 

dargestellt werden. Denn dieser Ausdruck entspricht der Summe der 
Rechtecke, welche sich ergeben, wenn man durch den Endpunkt jeder 
Ordinate bis an die benachbarte eine Parallele zur Abszissenachse 
nach rechts zieht.. Die Flächenstreifen der Kurve, deren Gleichung 2) 
ist, links von der Ordinatenachse sind größer, jene rechts von der 
Ordinatenachse kleiner als die entsprechenden Rechtecke (Fig. 1). 
Ein mit 3) gleichberechtigter Ausdruck lautet: 

4) r,_i -j- Tj-2 + ^ 7\ -f- To - - T_i — -f r_/. 

Dieser Ausdruck gibt die Summe der Rechtecke, welche durch 
das Ziehen der Parallelen zur Abszissenachse nach links erhalten 
werden. Die Rechtecke rechts von der Ordinatenachse sind dann 
kleiner, jene links größer als die zugehörigen Flächenstrt^'ifen. 

Größere Genauigkeit wird erzielt, wenn man das arithmetische 
Mittel beider Summen 3) und 4) nimmt; demnach kann 



61 — 



, T,-\-T_, 



+ 



r_„_ 



C-l) 



also 



^fr.ä.^p.-^^^ 



gesetzt werden, woraus 
folgt. 




l i+1 1-1 ÖJ 



-d-l) -(i+1) -l 



Setzt man hierin für T, den Wert aas 2) ein und berücksichtigt, 
daß zufolge der Gleichung 6) des Punktes 6 dieses Abschnittes 

T,~T_, 1 



n 



e *'*' ist, 30 ergibt sich für Pdie Darstellung: 



5) 



«pqt 
P=- 



2 r 



^p^^d 



X 



Yznpqs 



welche noch dadurch vereinfacht werden kann, daß man mittels der 
Beziehung 



:v 



= t 



Yzpqs 
die neue Veränderliche t einführt. Man findet 



6) 






l* 



e «y«* 



rä 



n2^q 



8 



— 52 — 

l 
Setzt man zur weiteren Vereinfachung . = ®, so ergibt 

Y 2pq8 

sich: 

2 r^ p- ^^ 

7) P^-'-ie-^dt^' -. 

V nj \2npq9 



2 r^ 

Der Wert des Integrals -^ I ß-'^d« kann in verschiedener 



Weise ermittelt werden ; das Wesentlichste hierüber ist im ersten Bande, 
Punkt 10 des 11. Abschnittes enthalten. Die Tabelle I gibt die Werte 

2 r^ 

des Integrals -7=- 1 e-'*dt für das Argument ö von bis 4*8 an. 



Bemerkt sei noch, daß die Werte der Integrale 



e-^dt und I «-'''d^ 



(3^ 



durch die Relation 



•© 



-df = ^ 



e-^dt-{- ie-^'d 

ö 

miteinander verknüpft sind. 

Aus dem bisher Gesagten ist einleuchtend, daß der Wert P die 
Wahrscheinlichkeit dafür darstellt, daß sich die Wiederholungszahl 
von E bei s Versuchen in den Grenzen ps -- l und j)s-\~ l bewegt 

Im Ausdrucke für P kommt zwar l nicht vor; dieses hängt jedoch mit 

• Z 

@ durch die Beziehung ^ -= S zusammen, so daß man sagen 

Y2pq8 

kann : P ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich die Wiederholungs- 
zahl m von E in den Grenzen 



ps — ®y 2pqs und p8-\' &Y22fqSy 
die Wiederholungszahl n von F in den Grenzen 

qs — S y 2pqs und qs^- sY2pq8 
bewegt. 

Neben der Wiederholungszahl eines Ereignisses ist auch dessen 

relative Häufigkeit von Wichtigkeit, nämlich das Verhältnis seiner 

Wiederholungszahl zur Gesamtzahl — Häufigkeit — der gemachten. 

Versuche. Die relative Häufigkeit des Versuches E ist also gleich — 

s 
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Mit Rücksicht darauf kann man daher auch sagen: Der Wert 
F drückt die Wahrscheinlichkeit dafür aus, daß die relative Häufig- 

.71 

keit — des Ereignisses E zwischen den Grenzen p und p-\ — > 

* n 8 8 

dementsprechend jene - des Ereignisses F zwischen den Grenzen 

l l * 

q — und q-\ — liegt. Oder auch : P drückt die Wahrscheinlichkeit 

dafür aus, daß sich die relative Häufigkeit — von £ in den Grenzen 

p-@YTR und ^+®j/^^, 

die relative Häufigkeit - von F in den Grenzen 



q-@^^^ und ?+®r^ 
bewegt. 

8. Formulierung des Bernouilisohen Theorems. 

Der Inhalt dessen, was in der gegenwärtigen Literatur unter 
dem Namen des Bernoullischen Theorems verstanden wird, hat 
erst durch Laplace jene endgültige Formulierung erfahren, in der 
es nun vorgeführt werden soll. 

Wenn über zwei entgegengesetzte Ereignisse E und F, 
deren Wahrscheinlichkeiten p und q konstant sind, 8 Ver- 
suche angestellt werden, so ist unter allen möglichen Er- 
gebnissen dasjenige am wahrscheinlichsten, in welchem das 
Verhältnis m\n der Wiederholungszahlen von E und F dem 
Verhältnis p:q der Wahrscheinlichkeiten gleich oder am 
nächsten ist. 

Unter der Voraussetzung, daß die Zahl 8 der Versuche 
groß ist, wird die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Wieder- 
holungszahl m von E zwischen die Grenzen 

1) ps — ®y 2j)q8 und p8-\- 0Y2pq8^ 

also das Verhältnis — dieser Wiederholungszahl zur Anzahl 

9 

der Versuche, d.i. die relative Häufigkeit des Ereignisses J? 
zwischen die Grenzen 



2) y_®jriM„ndj.^0pf^ 



2pj 

falle, durch 



" ''=rJ'-'"+ 
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e g-e« 



Y2k 



pqs 





ausgedrückt. 

Man erkennt: das I ntervall der Grenzen für die Wiederholungs- 
zahl m beträgt J=2GV2p(f8; jenes für die Grenzen der relativen 



Häufigkeit — hingegen t = 2 @ [f J-^' 

8 f *' 



Um in den Sinn des Theorems von Bernoulli tiefer einzu- 
dringen, sei zunächst bemerkt, daß der Wert des ersten Gliedes auf 
der rechten Seite von 3) selbst für mäßig große Werte von & der 
Einheit sehr nahe ist und schon bei ® = 4 sich außerordentlich 
wenig von ihr unterscheidet; das zweite Glied liefert dann nur mehr 
einen sehr geringen Beitrag zu P, der ohne Schaden für die Rich- 
tigkeit der nachfolgenden Schlüsse vernachlässigt werden kann. 

Aus den Ansätzen 1) und 2) ergibt sich nun: 

Die einer gegebenen Wahrscheinlichkeit P, d. h. die 
einem bereits festgelegten S entsprechenden Grenzen 1) 
der Wiederholungszahl m erweitern sich, wie der Ausdruck 
für J ersehen läßt, mit wachsender Anzahl der Versuche, 
jedoch nur im Verhältnisse von Y«. 

Die einer gegebenen Wahrscheinlichkeit P, d. h. die 
einem bereits festgelegten @ entsprechenden Grenzen 2) 

777. 

des Verhältnisses — > d. i. der relativen Häufigkeit verengen 

s 

sich, wie der Ausdruck für i ersehen läßt, mit wachsender 
Anzahl der Versuche und können durch entsprechende Ver- 
größerung von 8 beliebig eng gemacht werden. 

Es ist möglich, die Zahl 8 der Versuche so groß zu 
wählen, daß man mit einer der Einheit beliebig nahen 
Wahrscheinlichkeit (man braucht nur s entsprechend groß 

711 

ZU wählen) erwarten darf, es werde das Verhältnis —, d. i. 

die relative Häufigkeit, nicht mehr als innerhalb beliebig 
eng festgesetzter Grenzen von p abweichen. 
Mit anderen Worten: 

a) bleibt S, und in folge dessen auch Pkonstant, so ziehen 

sich die Grenzen j:> + ^ l' -^ immer enger zusammen, das Intervall 
i wird immer kleiner, und zwar in dem Maß e als s wächst; 

b) bleiben die Grenzen jp + ®l -^ oder das Intervall t 
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I m 



konstant und wächst s, so muß gleichzeitig auch S zunehmen; 
dann aber nähert sich die Wahrscheinlichkeit P immer mehr der 
Einheit oder der Gewißheit. . 

Während also die Grenzen p+ ©t —^i zwischen welchen das 

fn f 

unbekannte Verhältnis — » d. i. die relative Häufigkeit enthalten ist, 

* m 

konstant bleiben, nähert sich die Wahrscheinlichkeit P. daß — 

s 

zwischen jene Grenzen fallen wird, der Einheit in dem Maße als 
Vsy d. i. die Zahl der Versuche, wächst. Während hingegen die 

Wahrsc hein lichkeit, daß das Verhältnis - zwischen den Grenzen 

pZ^&V -^ ^ enthalten ist, konstant bleibt, zieht die immer weiter 

fortgesetzte Wiederholung der Versuche diese Grenzen enger zu- 
sammen. 

Es muß ausdrücklich hervorgehoben werden, daß das Ber- 
noullische Theorem nur Wahrscheinlichkeitsaussagen enthält und 
daher nur die Erwartungsbildung regelt, daß es also, wie jeder Satz 
der Wahrscheinlichkeitstheorie, über das wirkliche Geschehen 
keinen Aufschluß gibt. Wenn also mit einer der Einheit noch so 

nahen Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, die relative Häufigkeit — 

werde innerhalb bestimmter enger, p umgebender Grenzen fallen 
so kann eine wirklich ausgeführte Versuchsreihe doch ein Verhältnis 

d. i. eine relative Häufigkeit ergeben, das weit über jene Grenzen 

hinausfällt, ohne daß hieraus ein Widerspruch mit dem genannten 
Theorem gefolgert werden dürfte. 

Resume. Faßt man nochmals den Inhalt des Theorems von 
Bernoulli kurz zusammen, so kann man sagen: Dieses Theorem 
betrifft die Erwartungsbildung in Bezug auf das Ergebnis einer 
großen Anzahl a gleichartiger Beobachtungen, deren jede eines von 
zwei einander ausschließenden Ereignissen E^ F mit den durch die 
ganze Beobachtungsreihe konstant bleibenden Wahrscheinlichkeiten 
p, q, hervorbringt. Es enthält zwei Aussagen: Die eine bezieht sich 
auf die Wiederholungszahlen m, n der beiden Ereignisse in der 
wahrscheinlichsten Kombination, die andere auf die Wahrschein- 
lichkeit, daß die wirklich sich einstellenden Wiederholungszahlen 
oder deren Verhältnisse zu 8 von den wahrscheinlichsten Werten 
nicht mehr als innerhalb vorgezeichneter Grenzen abweichen. 

Während die Begründung der ersten Aussage in der Fest- 
stellung des größten Gliedes der Entwicklung von {p-^-qY be- 
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Steht und in voller Strenge durchgeführt werden kann, erfordert 
die Erledigung des zweiten Teiles die Summier ung einer Glieder- 
gruppe jener Entwicklung, deren Mitte das größte Glied einnimmt, 
eine Aufgabe, welche mit Rücksicht auf die Rechenarbeit, die ihre 
strenge Ausführung verlangen würde, nur mit Hilfe von Näherungs- 
methoden zu bewältigen ist. 

Nach der von Laplace dem Bernoullischen Theorem ge- 
gebenen endgültigen Form ist jene Kombination die wahrschein- 
lichste, in welcher das Verhältnis der Wiederholungzahlen w, n von 
-K, F dem Verhältnisse der respektiven Wahrscheinlichkeit p, q gleich 
oder am nächsten ist, und es ist ferner mit der Wahrscheinlichkeit 

Y^tJ y 2np()8 



ZU erwarten, daß die Verhältnisse — , - innerhalb der Grenzen: 

s 8 



zu liegen kommen. 

Es sind mehrfach Versuchsreihen angestellt oder vor- 
handene dazu benützt worden, um den Bernoullischen Satz zu 
verifizieren, oder richtiger gesagt, um zu zeigen, daß das wirk- 
liche Geschehen tatsächlich innerhalb enger Grenzen den durch 
die apriorischen Wahrscheinlichkeiten bezeichneten Verhältnissen 
sich anpaßt. 

9. Ausführung der Rechnungen. 

Für P wurde der Ausdruck gefunden 



2 r^ 



Yzn 



pqs 


derselbe besteht aus 2 Teilen^ nämlich aus einem Integral und einem 
integralfreien Teile. 

Die Berechnung von P bei gegebenem ö erfordert die Aus- 
wertung des Integrals 

2 r^ 

<p(0) = -— le-^dty Integral von Laplace, 

ü 

das eine höhere Transzendente vorstellt, die, wie im I.Bande, Punkt 10 
des IL Abschnittes bereits gesagt wurde, nur mittels unendlicher 
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Rechnungsprozesse darstellbar ist. Die Tabelle I enthält die Werte 
dieser Funktion berechnet für das Argument S. 
Der zweite Teil von P, nämlich 

¥ Znpqs 

hat bei einigermaßen hohem S und großem s einen untergeordneten 
Einfluß und wird in manchen der neueren Schriften nicht geführt, 
so daß P durch das Integralglied, den prävalierenden Teil, allein 
ausgedrückt erscheint. 

Man könnte indessen, um bloß mit der Tabelle I auszukommen 
und dabei doch den Wert dieses Qliedes zu berücksichtigen, dies 
durch eine Abänderung der Integralgrenze zu bewerkstelligen suchen. 
Es würde sich dann darum handeln, an die Stelle der Darstellung 

dt4 



2 ry ^'^p 



Yzici 



pqs 



eine andere 






YtcJ 





mit möglichster Wahrung des Wertes zu setzen. Entwickelt man den 
letzten Ausdruck nach Potenzen von d und bleibt bei der ersten 
Potenz stehen, so wird 

-yJ— ^ 

P' = -^ I e-''dt-h2ö 






Y2n 



pq 



8 





Dieser Ausdruck wird wie folgt erhalten: Man setze 

YicJ ^YZpqs'' ^YZjyqs Yzpqs^ 

^YZpqs ^ 

St 

wobei r = ^ — - -^ ist. Die Entwicklung nach Taylor gibt, wenn mit 

Y 2pq9 
dem Gliede, das x in der 1. Potenz enthält, abgebrochen wird: 

a {:^r^=- -- r) = ä i-^-^-A - r 91 UJ -^), oder 
^YZpqs ^ ^YZpqa^ ^Y2pqs^ 
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^YZpqs ^ YttJ V2pqs Yn 







2 /•K2/>gH 



Y2pqH ^ \Y2pqJ 



t^2ä 



Y2^ 



pqs 



2 /•F2j»r/.y 



Y 2 71 pqs 





Soll P'=P werden, so ist d = — zu nehmen. Setzt man wieder 
=^ = 6^, so ändert sich der Ausdruck des Theorems dahin, daß 



V2 Tipqa 

P= -:_ / e-^dt 







die Wahrscheinlichkeit für die Einhaltung der Grenzen 

p8 + (®Y2pq8 — -) 



seitens m und der Grenzen 



\rjp± i_ 

] 8 2i 



seitens — bedeutet 

8 

Handelt es sich darum, zu gegebenem P das zugehörige S zu 

berechnen, so wird man aus Tabelle I durch Interpolation die Wurzel 

der Gleichung 

0(®) = P 

bestimmen; es erübrigt dann noch die an dieser Wurzel anzubrin- 
gende Korrektur zu ermitteln, damit auch das zweite Glied von P 
Berücksichtigung finde. In den meisten Fällen wird man sich mit der 
Wurzel obiger Gleichung allein begnügen können. 



10. Wahrseheinliche Abweichung. 



m 



Diejenigen Grenzen von wi, beziehungsweise von — 7 welchen 

1 * 

die Wahrscheinlichkeit ^=-r zukommt, so daß es ebenso wahr- 
scheinlich ist, der zur Beobachtung kommende Wert werde zwischen 
diese Grenzen oder er werde außerhalb derselben fallen, bezeichnet 
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man als wahrscheinliche Grenzen; die Hälfte ihres Intervalls 
helBt wahrscheinliche Abweichung. 

Um zunächst einen Wert für letztere zu finden, hat man jenen 

Wert von & zu bestimmen, für welchen P=-z ist; er heiße p, so daß 



wird. Dann ist 

Q y 2pq8 die wahrscheinliche Abweichung von m (und n ), 



^r^ 



— n ji n n (Und ). 



S 8 



Aus dem Ansätze 

2) 

ergibt sich 

setzt man sodann 



2 /•f'" 1 



^^ = 0-476 936 2762; 

so hat zur Bestimmung von d die Gleichung zu dienen: 



entwickelt man das erste Glied der linken Seite nach Potenzen von 
ö und bleibt bei der ersten Potenz stehen, so wird 

^dt- -?—e ^^ — — • 








daraus aber ergibt sich mit Rücksicht auf die Bedeutung von ^o, 
Gleichung 2), sowie in Anbetracht dessen, daß e~P! nur sehr wenig 
von e-(po+5)« verschieden ist, 

1 



2Y22>qs 
Hienach wäre 

= 0-476 936 ^ 



zYzjjqs 
zu setzen; die wahrscheinlichen Grenzen von m würden 
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^«-f (0-476 936/2^;^« — --), 



VI 

jene von — 

8 



f 



i> + (0-476 936^ l|i-_i_) 



sein. Indessen pflegt man den zweiten Teil von q gegenüber dem 
ersten zu vernachlässigen und Qq für q zu nehmen; dann entfällt 

in den beiden letzten Ansätzen das Glied -» beziehungsweise - — 

Um den ziffermäßigen Unterschied dieser zwei Rechnungsweisen 
beurteilen zu können, möge die Frage nach der wahrscheinlichen 
Abweichung der Wiederholungszahl m von Wappen in 4040 Würfen 
mit einer Münze gegenüber der wahrscheinlichsten Zahl 2020 und 

771 

nach der wahrscheinlichen Abweichung des Verhältnisses — gegen- 

1 * 

über dem normalen Werte - auf beide Arten beantwortet werden. 

2 

Die strenge Rechnung gibt für die erstgedachte Abweichung 

0-4769 ^2020 = 20-9 , . . . , 

2 

also 20; für die Abweichung 

9 4t 



0*4769 1 _ ^, 

— n-052 935; 



/8080 8080 

nach der abgekürzten Rechnung erhält man 

21-4, also 21, beziehungsweise 0-063 058. 

11. Beispiele. 

1. Beispiel. Mit einer Münze werden 4040 Würfe aus- 
geführt Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Wieder- 
holungszahl von Wappen nicht um mehr als 28 von der 
wahrscheinlichsten Zahl 2020 abweichen, also zwischen 1992 

und 2048 liegen werde? 

l 28 , 1 . 

Man hat @ = -^ = -> — =-- = 0-623, denn w=a=-; ferner 

K2/>}« y202o 2 

ist P=a>(()-623) — -> ; der Tabelle I entnimmt man 0(0-62)=: 

' y2020:;r 

= 0-619 4114, daraus ergibt sich durch Benützung der ersten und 
zweiten Differenz 
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0(0 623) = 0-621 7119; 

der zweite Teil liefert nach logarithmiseher Ausrechnung den Beitrag 
0008 5151; mithin ist 

P= 0-630 2270. 

Bei alleiniger Benützung der Tabelle I hätte man nach d,em im 
Punkte 9 dieses Abschnittes entwickelten Verfahren mit 

(+- 

^ 2 28-5 ^^ ^ 

= -7= =- = . = 0-634 12. 

YZnpqs 72020 

zu rechnen und fände durch Interpolation 

P= 0(0-634 12) = 0-630 1641, 

also um 0000 0629 weniger als durch die strenge Rechnung. 

2. Beispiel. Welches sind die wahrscheinlichen Grenzen 
für die Wiederholungszahl einer bezeichneten Nummer in 
2854 Lotterieziehungen? 

Da die Wahrscheinlichkeit für das Erscheinen einer bestimmten 

Nummer in einer Lotterieziehung p= ^ ist,*) so hat man für die 

1 o 

wahrscheinliche Abweichung den Wert 



()V2^y« = 0-476936l^ 2- 2854 = 8' 



Da die wahrscheinlichste Wiederholungszahl — 2854, d. i. 158 be- 

1 ^^ 
trägt, so besteht die Wahrscheinlichkeit -- dafür, es werde sich die 

*) Die WahrsoheinUchkeit, daß die bezeichnete Nummer im ersten Zuge er- 
scheint, ist — ■ Die Wahrscheinlichkeit, daß sie im ersten Zuge nicht erscheint, 

89 1 
wohl aber im zweiten Zuge, beträgt ^7:*^- Denn Tor der Ziehung ist das Nicht- 

' erscheinen der bezeichneten Nummer im ersten Zuge bloß eine Voraussetzung, 

f 89 

[ deren Wahrscheinlichkeit — ist. Da femer vor Beginn der Ziehung die Voraus- 

setzung, daß die bezeichnete Nummer erst im dritten Zuge erscheinen werde. 

89 88 
die WahrscheinUchkeit — • — besitzt, so beträgt die Wahrscheinlichkeit, daß sie im 

89 88 1 
i dritten Zuge erscheint, wenn sie in den zwei ersten Zügen nicht kam, ^-^-t^ 

I "ü O«/ öo 

f So weiter schließend, findet man « 

^ "" 90 "^ 90 ' 89 "^ 90 ' 89 * 88 "^ 90 ' 89 * 88 " 87 "^ 90 ' 89 ' 88 " 87 ' 86 ~ 

^^i-j-JL.l- 14,1=1 

' 90 90 "^ 90 "^ 90 "^ 90 18 
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bezeichnete Nummer nicht weniger als 150-mal und nicht öfter als 
166-mal wiederholen. Wegen der Abrundung des Resultates auf eine 

ganze Zahl ist die Wahrscheinlichkeit um ein Geringes Ton - ver- 
schieden, hier etwas kleiner. 

3. Beispiel. Wie viele Versuche sind erforderlich, um 
mit der Wahrscheinlichkeit P erwarten zu dürfen, daß die 
Wiederholungszahl eines Ereignisses, dem im einzelnen 
Versuche die Wahrscheinlichkeit /> zukommt, nicht mehr 
als um p Prozent von dem wahrscheinlichsten W^erte ab- 
weichen werde? 

Die Lösung dieser Aufgabe vollzieht sich mittels der beiden 
Gleichungen 



Nachdem man aus der ersten bestimmt hat, ergibt sich aus der 

zweiten 

100 @\* 



^2pq(^ 






999 
Will man z. B. mit der Wahrscheinlichkeit —r-rr erwarten dürfen, 

1000 

daB die Zahl der weißen Kugeln, die man aus einer Urne mit fünf 
weißen und einer schwarzen Kugel in s Ziehungen erzielt, höchstens 

5 g 

um 57o von ihrem wahrscheinlichsten Werte — - abweiche, so suche 

6 

man zuerst mit Hilfe der Tabelle I denjenigen Wert S, der 



r,f- 



-'•df = 0-999 





ergibt; durch Benützung der ersten Differenz findet man 

..«« , 0000 0346 ^ ^ . 

= 2-32 H TT-^riTT^;^ X 001 = 2*326 84; 

' u-OüO 0607 ' 

mit diesem Werte berechnet sich dann 

„ 5 1 / 232-684x2 ^.^ ^ 

8=2 -'- 1 ) = 601-5 ; 

6 6 \ 5 / 

hienach sind 602 Ziehungen für den gedachten Zweck erforderlich. 
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12. Umkehrung des Theorems von Jakob BernouUi. 

Das BernouUische Theorem regelt die Erwartungsbildung 
bezüglich der Wiederholungszahlen m und n zweier einander aus- 
schließenden Ereignisse E und F in 8 Versuchen oder die Er- 
wartungsbildung bezüglich der relativen Häufigkeiten — und -> 

wenn die Wahrscheinlichkeiten p und q dieser beiden entgegen- 
gesetzten Ereignisse bekannt sind und während der Dauer der Ver- 
suche unverändert bleiben. 

Man kann nun den Inhalt dieses Theorems umkehren und 
sagen: Das BernouUische Theorem regelt auch die Erwartungs- 
bildung in Bezug auf die unbekannten, aber unverändert bleibenden 
Wahrscheinlichkeiten p und q zweier entgegengesetzten Ereignisse 
Eund F, wenn deren Wiederholungszahlen m und n in «Versuchen 

AM Qti 

oder ihre relativen Häufigkeiten — und - bekannt sind, immer 

9 o 

vorausgesetzt, daB s eine große Zahl ist. Dies ist somit eine völlige 
ümkehrung des Inhaltes des Bernoullischen Theorems; 
diese Umkehrung regelrecht formuliert lautet folgendermaßen: 
Es ist mit der Wahrscheinlichkeit 



X. 2 /•© 







ZU erwarten, daß die unbekannte Wahrscheinlichkeit p des Er- 
eignisses E zwischen den Grenzen 



2) ^_@|r5^und^ + ®ri^ 



und die unbekannte Wahrscheinlichkeit q des Ereignisses F zwischen 
den Grenzen 



3) «_®|r^Mu„d«^®riiL 

o I o 9 §9 



liege. Diese unbekannten Wahrscheinlichkeiten erfüllen die notwendige 
Bedingung p + Sf = ^ • 

In dieser Form sind aber die Grenzen 2) und 3) für die Wahr- 
scheinlichkeiten p und q unbrauchbar, weil diese Grenzen durch die 
unbekannten Wahrscheinlichkeiten p und q selbst ausgedrückt er- 
scheinen. 

Wenn aber die Zahl der Versuche groß ist, so ist p voraussieht- 

lieh nur wenig verschieden von — und ebenso q wenig verschieden 
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von — Setzt man nun in die Grenzen 2) und 3) für 'p und q diese 

Näherungswerte ein, so erhält man eine brauchbare Umkehrung für 
den Inhalt des Theorems von Jakob Bernoulli. Diese Um- 
kehrung gibt dann jenes Theorem, welches man als „die Um- 
kehrung des Theorems von Jakob Bernoulli" bezeichnet; 
dasselbe kann wie folgt ausgesprochen werden: 

Wenn aus einer großen Anzahl s von Versuchen m-mal 
das Ereignis E und n-mal ein ihm entgegengesetztes Er- 
eignis F hervorgegangen ist, wenn man ferner weiß, daß 
die Umstände, welche auf die Wahrscheinlichkeiten dieser 
Ereignisse Einfluß haben, während der ganzen Versuchs- 
reihe unverändert geblieben sind, so darf man mit der Wahr- 
scheinlichkeit 



4) ^^^^^/'■"''^^ 



2 







erwarten, daß die unbekannte Wahrscheinlichkeit p ent- 
halten ist zwischen den Grenzen 



m ^jr2m?i m . 1/^2 mw 

und die unbekannte Wahrscheinlichkeit q zwischen den 

Grenzen 

n _!/ 2mn n /:il/ 2mw 
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II 2, 1)1 tt 
■ ' — — -» von der Ordnung 

-7:=- ist, weil ?n, n im allgemeinen von der Ordnung der Zahl s sind, 

Y 8 

so konvergiert dieses Intervall, wie groß auch 0, d. h. wie nahe auch 
P der Einheit angenommen wird, mit wachsendem 8 gegen Null. Man 
kann also die Zahl s der Beobachtungen so groß wählen, daß mit einer 
der Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit erwartet werden darf, 
die unbekannten Wahrscheinlichkeiten p und q liegen innerhalb be- 
liebig eng festgesetzter Grenzen. 

Mit wachsender Zahl der Versuche nähern sich die nach den 

m 

Formeln 5) und 6) erhaltenen Grenzen bei jedem & dem Werte — > 

n 
beziehxingsweise — ; anderseits nähert sich bei größer werdendem 

das Integral 1) sehr rasch der Einheit. 
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Sowie unter der Voraussetzung, daß die Wahrscheinlichkeit j.; 
von E bekannt sei, von wahrscheinlichen Grenzen der relativen 

171 

Häufigkeit — von JE in « Versuchen gesprochen wurde, so kann auch 

hier von wahrscheinlichen Grenzen der unbekannten Wahrschein- 
lichkeit p von E die Rede sein. Es sind nämlich im Sinne der Aus- 
führungen im Punkte 10 dieses Abschnittes: 



^-0-476 936^1!^ und ^^ +0-476 986^ 
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die wahrscheinlichen Grenzen von p, d. h. de Grenzen, inner- 
halb deren sein Wert mit der Wahrscheinlichkeit P= — zu erwarten 

2 

ist. Ähnliches gilt für die Wahrscheinlichkeit q des Ereignisses F. 
Die Möglichkeit, aus dem Ergebnis einer ausgedehnten Be- 
obachtungsreihe einen Schluß auf die unbekannten Wahrscheinlich- 
keiten der beteiligten Ereignisse zu ziehen, ist der Grund der 
einstigen Ansicht, daß die Wahrscheinlichkeitsrechnung Einsicht in 
Ereignisse gestatte, welche von sonstiger Beobachtung ausgeschlossen 
sind. So kann man z. B. aus den Ziehungen von schwarzen und 
. weißen Kugeln aus einer Urne auf das Mischungsverhältnis der 
Kugeln schließen. Dies erfolgt auf Grund der schon hierüber ange- 
stellten Versuche und Erfahrungen, nicht aber auf Grund der Ergebnisse 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Zusammenfassung. Die Umkehrung des Theorems von Jakob 
Bernoulli lehrt, wie man aus der Wiederholungszahl eines Er- 
eignisses auf seine Wahrscheinlichkeit schließen kann, während das 
direkte BernouUische Theorem aus der Wahrscheinlichkeit Schlüsse 
bezüglich der Wiederholungszahl zu ziehen gestattet. 

Beispiel. Aus einer Urne, welche 1000000 Kugeln enthält, 
und zwar weiße und schwarze in unbekanntem Mischungs- 
verhältnisse, sind 800 Kugeln gezogen worden; davon waren 
320 weiß und 480 schwarz. Wie groß ist die Wahrscheinlich- 
keit, daß das Verhältnis der Anzahl der weißen Kugeln zu 
ihrer Gesamtzahl, dessen wahrscheinlichster Wert auf Grund 

der Beobachtung — ist, zwischen die Grenzen — - und -— 

"^ b 40 40 

falle? 

Für das numerische Endresultat wird es hier gleichgültig sein, ob 
man sich die Kugeln nach jeder Ziehung zurückgelegt denkt oder nicht. 

Koz&k, AusgleJetaung von Beobachtangen. II. c 



n 
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Aus dem Ansätze 



^i/^ax 320X480 1 



I 



öOO» . 40 

berechnet sich 6>=1'0205, somit ist 

P= a> (10206) = 0-851 04. 

Mit dieser Wahrscheinlichkeit ist anzunehmen, daß die Anzahl 
der weißen Kugeln in der Urne ni3ht unter 375 OuO und nicht über 
425 000 betrage. 



III. Abschnitt. 



Wahrscheinlichkeiten auf Grund der Erfahrung. 

A. Wahrscheinlichkeit der möglichen Ursachen eines beobachteten 

Ereignisses. 

1. Definition der Wahrscheinlichkeit a priori und der Wahr- 
scheinlichkeit a posteriori. 

Wahrscheinlichkeit a priori nennt man eine Wahrschein- 
lichkeit, die auf Grund gegebener Umstände in voraus berechnet wird. 

Unter Wahrscheinlichkeit a posteriori versteht man eine 
Wahrscheinlichkeit, die auf Grund vorhergegangener Versuche oder 
Erfahrungen über das betreffende Ereignis ermittelt wird. 

Ist nämlich ein Ereignis von verschiedenen Ursachen abhängig, 
welche den Eintritt desselben teils begünstigen, teils hindern, so wird 
in einer Reihe von Versuchen ein Auftreten eine gewisse Anzahl 
male beobachtet werden, z. B. bei jk Versuchen m-mal; hieraus läßt 
sich, wie gezeigt werden wird, ein Schluß auf die Wahrscheinlichkeit 
ziehen, welche dem Ereignisse während der Versuche zukam. Dieser 
Schluß beruht auf der Beurteilung der Wahrscheinlichkeit der ver- 
schiedenen Ursachen, welchen ein beobachtetes Ereignis zugeschrieben 
werden kann. 

2. Ursachen oder Entstehungsmodi eines beobachteten 
Ereignisses. Annahmen oder Hypothesen über die einem be- 
obachteten Ereignisse zugrunde liegenden Umstände. 

Es ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie üblich geworden, die 
für die Erwartungsbildung maßgebenden Umstände im Hinblick auf 
ein ungewisses Ereignis seine Ursache zu nennen. In diesem Sinne 
spricht man auch von den möglichen Ursachen eines beobachteten 
Ereignisses und meint darunter die verschiedenen Bedingungs- 
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komplexe, aus welchen das Ereignis hervorgegangen sein kann. Es 
besteht hier ein Widerspruch mit dem gewöhnlichen Sprachgebrauch, 
indem unter Ursache nicht das verstanden wird, was dem Ereignisse 
das Eintreffen, die Existenz, mit Notwendigkeit verleiht, sondern 
etwas, was sie ihm verleihen kann. Am zutreffendsten wäre es wohl, 
von Annahmen oder Hypothesen über die dem beobachteten Er- 
eignisse zugrunde liegenden Umstände zu sprechen; in vielen Fällen 
erweist sich die Bezeichnung Entstehungsmodi des beobachteten 
Ereignisses als zutreffend. 

Es soll nun dasjenige Theorem in seinen verschiedenen Formen 
abgeleitet werden, auf welchem die Beurteilung der Wahrscheinlich- 
keit der verschiedenen Ursachen beruht, denen ein beobachtetes 
Ereignis zugeschrieben werden kann. Die Ableitung soll an schema- 
tischen Problemen vorgenommen werden, um deutlieh erkennen zu 
lassen, daß sie keiner neuen Prinzipe bedarf und lediglich auf der 
Wahrscheinlichkeitsdefinition beruht; mit anderen Worten, daß die 
aposteriorische Wahrscheinlichkeitsrechnung mit denselben lo- 
gischen Schlüssen operiert wie die apriorische und sich nur in 
den Grundlagen von dieser unterscheidet. 

3. Theorem von Bayes für den Fall, daß die Ursachen a priori 

gleiehmöglich sind. 

Man stellt folgende Aufgabe zur Lösung: 

Es liegen n äußerlich gleiche Urnen U^ 172, , U„ von 

folgender Füllung vor: 

Ui enthält q Kugeln, darunter a^ weiße; 



man hat aus einer der Urnen eine Kugel gezogen und sie 
weiß gefunden. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
die Kugel aus der Urne Ui stamme? 

Für das beobachtete Ereignis gibt es n mögliche Entstehung s- 
modi oder Ursachen, dargestellt durch die n Urnen; die Ursachen 
sind a priori, d. h. vor der Ziehung gleichmöglich, weil für jede 

Urne die Wahrscheinlichkeit — besteht, daß man sie wählen werde. 

n 

Um die Lösung der Aufgabe auf die Bestimmung einer Wahr- 
scheinlichkeit im bisher geläufigen Sinne zurückzuführen, gestalte 
man die Bedingungen folgendermaßen um. 
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Zunächst bringe man die Urnen auf gleiche Kugelzahl, ohne 
das Mischungsverhältnis in Ansehung der weißen Kugeln zu 
ändern. Ist v das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (oder ein 
Vielfaches) der Zahlen e^, c«, , Cn und ist 

1) V = yi Ci = j'a 0« = = y« c„, 

so enthalten die Urnen je t; Kugeln und darunter 

weiße. 

Nun dürfen, ohne daß die ursprüngliche Gleichmöglichkeit der 
Einzelfälle gestört würde^ die Inhalte der Urnen in einer Urne U 
vereinigt werden; vorher jedoch sollen die Kugeln jeder Urne mit 
der gleichen Nummer versehen werden, welche die Urne trägt, um 
sie auch jetzt noch nach ihrer Abstammung unterscheiden zu können. 

Die ursprünglich gestellte Frage ist jetzt identisch mit der 
folgenden: Eine aus der Urne U gezogene Kugel war weiß; 
wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie mit der Nummer 
t bezeichnet sei? 

Aber auch diese Frage kann vermöge des Umstandes, daß die 
Farbe der gezogenen Kugel bekannt ist, durch eine andere ersetzt 
werden: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, 
in die man aus U nur die weißen Kugeln gelegt hat, eine 
Kugel mit der Nummer i zu ziehen? 

Die Antwort hierauf ist auf Orund der Wahrscheinlichkeits- 
definition gegeben durch: 

P^ = VJ^ 

Ersetzt man die y durch ihre Werte aus der Relation 1), so wird 
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, an 



Ci ^i Cn Cj €'2 Cn 

nun ist aber — = ©,• die Wahrscheinlichkeit, aus der Urne Ui eine 

Ci 

weiße Kugel zu ziehen; demnach ist schließlich die Lösung für das 
ursprunglich gestellte Problem: 

* Pi^P% + +pn ^ 
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Durch Abstraktion ergibt sich hieraus das Theorem: 

Wenn ein beobachtetes Ereignis E mehreren a priori 
glerichmögliohen Ursachen zugeschrieben werden kann, 
jedoch so, daß eine von ihnen notwendig wirksam sein 
mußte, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Ursache 6; 
es war, gleich der Wahrscheinlichkeit, mit welcher das Er- 
eignis aus ihr zu erwarten ist, geteilt durch die Summe der 
auf alle Ursachen bezogenen Wahrscheinlichkeiten dieses 
Ereignisses. 

Hieraus ergibt sich die Tatsache, daß die Wahrschein- 
lichkeit einer Ursache proportional ist der Wahrschein- 
lichkeit, welch-e sie dem beobachteten Ereignisse verleiht; 
daraus folgt weiter, daß die größte Wahrscheinlichkeit 
jener Ursache zukommt, aus welcher unter allen Ursachen 
das beobachtete Ereignis mit der größten Wahrscheinlich- 
keit zu erwarten ist. 

Für die totale Wahrscheinlichkeit P, daß entweder die Ursache 
Uu oder Uß oder Uy als Ursache eines Ereigoisses E anzusehen ist, 

gilt 

p^Va^Vß-rPy 

n 

4. Beispiele. 

1. Beispiel. Eine Urne enthält n Kugeln, welche nur 
weiß oder schwarz sein können. Bei einer vorgenommenen 
Ziehung erscheint eine weiße Kugel. W^ie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß die Urne k weiße Kugeln enthält? 

Die Urne kann enthalten: 

1 weiße Kugel und n — i schwarze Kugeln, 

2 ^ Kugeln ^ n— 2 ^ , , 

O « « - fl O - ... 



, endlich nur 



n 



Der Fall, daß sich in der Urne nur schwarze Kugeln befinden, 
wurde außer Acht gelassen, da er bei dem eingetroffenen Ereignisse 
— Ziehung einer weißen Kugel — unmöglich ist. 
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Die den möglichen Ursachen entsprechenden Wahrscheinlich- 
keiten für das Ziehen einer weißen Kugel sind dann beziehungsweise 



Pi = 



n 



Pi = 



Ps = 



Pk = 



Pf 



n 
n 



n " " n * n 

Es ist sonach die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne k weiße Kugeln 
enthält, ^ 

n k 



1\ = 



1 
n 



n 



. 3 , 

T— -1- 



n 



-— — f— . . . . — ^- 



n 
n 



l + 2-j-3-| \-k-] t-n 



oder weil 1 — 2 



Pl = 



n = — n(n 
2 ^ 

2k 



1) ist, 



n (n -p i ) 

Die größte Wahrscheinlichkeit ergibt sich dafür, daß die Urne 
n weiße Kugeln enthält; diese Wahrscheinlichkeit beträgt 

J^H ^^—7 • 

71—1 

Die wahrscheinlichste Hypothese entspricht daher der Urne mit 
lauter weißen Kugeln. 

Für k = l erhält man die Wahrscheinlichkeit Pi, daß von den 
/* Kugeln in der Urne nur eine von weißer Farbe ist; es ist: 

1 

~~ 2 



Pi=- 



n 

-L + -1 + . 

n n 
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71 



n{n-\- 1) 



2. Beispiel. Eine Urne enthält höchstens 4 Kugeln, 
welche nur weiß oder schwarz sein können. Man hat zwei 
Ziehungen mit Zurücklegung der Kugel gemacht; hiebei 
erschien zuerst eine weiße und dann eine schwarze Kugel. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne gerade 
soviel weiße als schwarze Kugeln enthält? 

Dem beobachteten Ereignis E (l weiß, 1 schwarz) können sechs 
Ursachen zugrunde gelegt werden, nämlich 






1 weiße, 3 schwarze Kugeln, 

3 „ , 1 „ Kugel, 

1 „ , 2 „ Kugeln, 

2 „ , 1 . „ Kugel, 

■!■•«■■■■- H .• • 
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Die Wahrscheinlichkeiten von E nach diesen 6 Ursachen sind: 



1 8 3 
^' 4 4 16* 


1 1 1 
y«- 2" 2-4' 


3 13 
P' 4 4 16' 


1 2 2 
P'- 3' 8^9' 


2 12 

^^ 3 3 9 ' 


1 1 1 
^•224 



Daß die Urne ebensoviel weiße als schwarze Kugeln enthält, ist nur 
auf 2 Arten möglich, nämlich nur unter Zugrundelegung der Ur- 
sachen L\ und Ue- I^lo Wahrscheinlichkeiten von E nach diesen 
zwei Ursachen sind 

1 1 



P ^ ! p ^ ^__ „ 

16~^ 4 "^16 "^ 9 ' 9 4 16"^ 4 ^16~^ 9 "^ S) 4 

Da nun das Ereignis E auf zwei einander ausschließende Arten 
eintreten kann, so ist seine Wahrscheinlichkeit 



1 

2 




1 
2 


36 


s 2 


. 2 . 


1 7.4 


95 



16'^4'l6'9'9'4 8'9 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß in der Urne ebensoviel weiße als 

36 

schwarze Kugeln enthalten sind, beträgt also — • 

5. Theorem von Bayes für den Fall, daß die Ursachen a priori 
verschiedene Wahrscheinlichkeiten besitzen. 

Dieses Theorem behaudelt die Lösung des folgenden 
Problems: 

Es liegen äußerlich gleiche Urnen von folgender Fül- 
lung vor: 

Tii Urnen CTj mit je c^ Kugeln; von den c^ Kugeln sind a^ weiße; 

^2 r» ' Ä « w ''2 • n r. ^'t n n *« n » 

sämtliche Urnen stehen, wie es der Zufall gibt, vermengt 
da; man hat aus einer der Urnen eine Kugel gezogen^und 
sie weiß gefunden. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
die Kugel aus einer der Urnen U,- stamme? 
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Der Unterschied gegenüber dem früheren Falle besteht darin^ 
daß von jeder der Urnengattung f/j, f/g, , J7n mehrere vor- 
banden sind. 

Für das beobachtete Ereignis gibt es n Entstehungsmodi, dar- 
gestellt durch die n Gruppen gleichbezeichneter Urnen; weil die 
Anzahl der Urnen in den n Gruppen ungleich ist, so bestehen a priori 
verschiedene Wahrscheinlichkeitsgrade der Ursachen. 

Die Umgestaltung der Bedingungen der Aufgabe für eine mög- 
lichst einfache Lösung derselben erfolgt analog wie in dem im Punkte 3 

■ 

dieses Abschnittes behandelten Falle. 

Zunächst bringe man die Urnen auf gleiche Kugelzahl, ohne das 
Mischungsverhältnis in Ansehung der weißen Kugeln zu ändern. 
Jede Urne wird dann v = yiCi = y2<^2 = — = y» c» Kugeln enthalten, 
darunter ytUi weiße Kugeln in jeder Urne der Gruppe t. 

Nun dürfen die Inhalte sämtlicher Urnen in einer Urne U ver- 
einigt werden; vorher jedoch werden die Kugeln jeder Urnengruppe 
mit der gleichen Nummer versehen, welche die Gruppe trägt. Die 

Urne f7 wird hienach (n^ -|- n^ -j . — \-nn)v Kugeln enthalten. Mit 

Rücksicht darauf, daß die Farbe der gezogenen Kugel bekannt ist, 
kann man die weißen Kugeln aus der Urne U ausscheiden und mit 
denselben eine andere Urne füllen; diese enthält alsdann 

«1 yi «1 -^ w» y« «2 -1- -r *^* Vn «» 

weiße Kugeln. Nun hat man sich die Frage n?ich der Wahrschein- 
lichkeit zu stellen, daß ein Zug eine mit der Nummer i bezeichnete 
Kugel bringe. 

Diese Wahrscheinlichkeit ist 



Pi = 



fii yi Ui 



'^lYl «1 -1" ^2 ^'g ag -p -r^nynan 

und läßt sich, wenn man die y ausscheidet, wie folgt schreiben: 



P.= 



V 

Ui — a,- 



V , V V 

^1 — «1 -^ Wj a^-^ -f^n (In 
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Bezeichnet man mit A^ die Anzahl aller Urnen, ist also 
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II 



»1 + '«2 -f- • h ^'»=£ "»• = ^7 



so kann man auch schreiben: 



Pi = 



Hi ai_ 

iV c, 






Nun ist vF = ö3i die Wahrscheinlichkeit, eine mit der Nummer 

N 

i versehene Urne zu ergreifen, also die apriorische Wahrscheinlich- 
keit der Ursache, um deren Wahrscheinlichkeit a posteriori gefragt 

wird, und ' = pi die Wahrscheinlichkeit, welche diese Ursache dem 

beobachteten Ereignisse verleiht. Die Lösung des gestellten Problems 
ist also durch 

'"^ coipi-rcj^Par -co^Pn v^^ ,. 

gegeben. 

Das im Punkte 3 dieses Abschnittes formulierte Theorem erfährt 
also eine Modifikation dahin, daß die Wahrscheinlichkeit des be- 
obachteten Ereignisses nach einer Ursache jedesmal mit der aprio- 
rischen Wahrscheinlichkeit der Ursache multipliziert in die Formel 
eingeht. Die größte Wahrscheinlichkeit kommt jener Ursache zu, für 
welche OiPi ein Maximum ist. 

Das abgeleitete Theorem läßt sich folgendermaßen aussprechen: 
Die Wahrscheinlichkeit, daß eine bestimmte Ursache es 
war, welche ein Ereignis ins Leben rief, ist gleich dem Pro- 
dukte aus der apriorischen Wahrscheinlichkeit dieser Ur- 
sache und der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses zufolge 
dieser Ursache, dividiert durch die Summe solcher Produkte, 
ausgedehnt auf alle bei dem Ereignisse möglich gewesenen 
Ursachen. 

Für die totale Wahrscheinlichkeit Py daß entweder die Ursache 
Ua oder Uß oder Uy als Ursache eines Ereignisses anzusehen ist, 
gilt die Gleichung 

p ^a Pcc -r CJßPß — G}yPy 

n 



^COipi 
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Anwendung des gefundenen Resultates auf den spe- 
ziellen Fall, daß nur zwei Ursachen vorliegen. 

Es liegen N äußerlich gleiche Urnen vor; Wi dieser 
Urnen bilden .die Gruppe U^ und die übrigen N — nj Urnen 
die Gruppe Ü2' Innerhalb einer jeden Gruppe sind die 
Urnen gleich gefüllt, und zwar enthält 

jede der n^ Urnen q Kugeln; von den c^ Kugeln sind nr^ weiße; 

sämtliche N Urnen stehen, wie es der Zufall gibt, vermengt 
da; man greift aufs Geratewohl in eine der N Urnen und 
zieht eine Kugel; dieselbe sei weiß. Es ist die Wahrschein- 
lichkeit zu bestimmen, daß die gezogene Kugel aus der Urnen- 
gruppe Ui herrührt. 

Das beobachtete Ereignis besteht in dem Erscheinen einer weißen 
Kugel. Das Eintreffen dieses Ereignisses ist aus zwei Ursachen (Urnen- 
gruppe Ui und Urnengruppe Ui) möglich. Zunächst soll die Wahr- 
scheinlichkeit berechnet werden, welche jede dieser Ursachen vor 
dem Versuche besitzt. Die Zahl aller gleich möglichen Fälle — Er- 
fassen einer der N Urnen — beträgt N. Von diesen Fällen sind ??i der 
Urnengruppe Ui und N — nj der Urnengruppe U^ gunstig. Hienach 
ist die apriorische Wahrscheinlichkeit von Ui ausgedrückt durch 

Ol = -jrv und die apriorische Wahrscheinlichkeit von f ^2 gegeben 

durch Oj = Tr— ^ • 

iV 

Die Wahrscheinlichkeit, daß eine der Umengruppe C7ir ent- 
nommene Kugel weiß sei, ist 



P 



= JL^.^i 



ai , , 1 '^i ^\ 



Ui c'i rii Ci 7ii Ci 



Die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne der Umengruppe l\ 

eine weiße Kugel zu ziehen, ist 

ao 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die aufs Geratewohl aus einer der 
N Urnen gezogene weiße Kugel der Urnengruppe f/i entstammt, ist 
sonach 



/>=- 



o^Pi A Ci Ci 



. > - 1 ^, Wi -r-(A— 7/1)- 
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die Wahrächeinlichkeit, daß die gezogene weiße Kugel der Urnen 
gruppe U2 entstammt, beträgt 



p,= 



co,pt 



{N- m) ^ 






Zusammenfassung. Kann ein beobachtetes Ereignis E aus 
einer von den n unabhängigen Ursachen Ui (i=l, 2, — ,«) hervor- 
gegangen sein und besteht für die Existenz dieser Ursachen a priori 

gleiche Wahrscheinlichkeit (= ), so kommt der Existenz der Ur- 
sache Ui auf Grund der Beobachtung die Wahrscheinlichkeit 



• 1 

ZU, wenn pi die Wahrscheinlichkeit von E bei Existenz der Ursache 
Ui bedeutet. Hat diese jedoch a priori die Wahrscheinlichkeit cd^, so 
kommt ihr a posteriori die Wahrscheinlichkeit: 

1 
zu. Dies sind die beiden Formen des Theorems von Bayes für den 
Fall einer beschränkten Anzahl von Ursachen. 

6. Beispiele. Bemerkungen über die Wahrscheinlichkeiten 

von Ursachen. 

Bei den folgenden zwei Beispielen mit teilweise gleichlautendem 
Texte ist auf den Entstehungsmodus der Urnenfüllung wohl zu achten. 
Anschließend an diese Beispiele sollen einige Bemerkungen über die 
Wahrscheinlichkeiten von Ursachen geknüpft werden. 

1. Beispiel. Eine Urne enthält 5 Kugeln, die nur weiß 
oder schwarz sein können; über den Hergang der Füllung 
der Urne ist nichts bekannt. Dagegen weiß man, daß in 
2 Ziehungen, wobei die gezogene Kugel nicht zurückgelegt 
wurde, immer eine weiße Kugel erschienen ist. 

a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne 
2 weiße und 3 schwarze Kugeln enthält? 

h) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne 
mehr weiße als schwarze Kugeln enthält? 
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Bei der Lösung der Aufgabe ist zu beachten, daß mit Rücksicht 
auf die vorliegende Erfahrung vier Annahmen über die Füllung der 
Urne gemacht werden können, welche enthalten sind in dem Schema: 






2 weiße Kugeln und 3 schwarze Kugeln, 

4 n „ „ 1 ^ Kugel, 

f> « « ^ keine „ „ . 



Diesen Annahmen entsprechen die Wahrscheinlichkeiten des beob- 
achteten Ereignisses 

2 1 2 



3 


2 6 


4 3 12 


20 


5 


4 20' 


^'' 5*4 20' 


P' 20 



V 



Die Frage a) ist nach der Wahrscheinlichkeit der Existenz der 
ersten Füllung (der Annahme Ui) gerichtet, hat also 

P=— -1— = ^ 

^ 2 -4- 6 -]- 12 -j- 20 20 

zum Ergebnis. 

Die Frage b) betrifft die vollständige Wahrscheinlichkeit und 
ist im vorliegenden Falle durch die Summe von P^, P3 und P4 be- 
antwortet; daher hat man: 

p_ 6 -}- 12 ->- 20 _ 19 
""2 -j- G 4-1-2-^20 — 20' 

2. Beispiel. In eine Urne wurden 5 Kugeln durch Aus- 
losung mit einer Münze eingebracht: so oft Wappen fiel, 
wurde eine weiße, so oft Schrift fiel, eine schwarze Kugel 
eingelegt. Eine darauffolgende Ausführung von 2 Ziehungen, 
wobei die gezogene Kugel nicht zurückgelegt wurde, ergab 
jedesmal eine weiße Kugel. 

aj Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne 
2 weiße und 3 schwarze Kugeln enthält? 

b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne 
mehr weiße als schwarze Kugeln enthält? 

Man hat hier zweierlei Wissen zu unterscheiden, und zwar einer- 
seits wie die Füllung der Urne und anderseits wie die Beobachtungs- 
reihe zustande kam. 

Über die Art der Urnenfüllung können folgende Hypothesen ge- 
macht, das ist es können ihr folgende Ursachen zugrunde gelegt werden: 
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* 

2 weiße Kugeln und 3 schwarze Kugeln, 

4 n « „ 1 ^ Kugel, 

t> » n n Keine „ ^ 



Die Ursache Ui ist beispielsweise identisch damit, daß beim 5-maligen 
Aufwerfen der Münze 2-mal Wappen und 3-mal Schrift fiel. 

Die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ursachen sind als aprio- 
rische Wahrscheinlichkeiten zu bezeichnen, denn sie können, bevor 
noch das Ereignis bekannt ist, bestimmt werden. Die Wahrschein- 
lichkeiten der einzelnen Ursachen lauten nun: 

».=0(1) -KD' "-=(:)(i)=(i)- 

Nun sind die Wahrscheinlichkeiten des beobachteten Ereignisses nach 
den einzelnen Ursachen zu bestimmen; das sind apriorische Wahr- 
scheinlichkeiten. Man findet 

2 1_2 _3 26 _ ^ ^ _^^ _20 

^''=-b'T-2^ ^^'-~b"T-2^: ^'«-"5-T-2b' ^'*-2T)- 

Zu a). Die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne 2 weiße und 
3 schwarze Kugeln enthalte, ist 

p_ i2j^?__ __ __i^_ ^ 

* — "lö72'+To . 6 X"57l 2~-f20 """ "leö" ~ 8 * 

Zu h). Dem Überwiegen der weißen Kugeln sind nur die Ur- 
sachen U^i ^3 und U4, günstig; man hat somit für die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit 

10.6 -^ ft.l2 f-20 140 7 



P = 



10.2^10.6 — 5.12-20 16U 8 



Da wi 7^1 : G)2 j^a : 0)3 ^3 : Qj| jt?4 = 20 : 60 : 60 : 20 ^^ 1 : 3 : 3 : 1 , so erkennt 
man, daß die größte Wahrscheinlichkeit den Ursachen ^"2 und U^ 
zukommt; diese sind somit die wahrscheinlichsten. 

Für die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne 2 weiße und 3 schwarze 

Kugeln enthält, wurde im 1. Beispiele der Wert - -^ im 2. Beispiele 

dagegen der Wert . gefunden. Den Resultaten der beiden Beispiele 

kommt also nicht derselbe Erkonntniswert zu. Der Grund hiefür 
wird aus folgenden Bemerkungen klar: 



— 79 — 

Wenn man im i . Beispiele die verschiedenen Füllungsarten (Ur- 
sachen) als gleich wahrscheinlich annimmt, so stützt man sich auf 
ein absolutes Nichtwissen; während beim 2. Beispiel in allen Teilen 
der Rechnung ein Wissen die Grundlage bildet. 

Man denke sich die Person Ä in einem Zimmer und eine zweite 
Person B, welche die in großer Anzahl vorhandenen Urnen nach der 
Vorschrift des 1. Beispiels füllt, in einem Nebenzimmer. B bringt jede 
gefüllte Urne dem A. Die Person A glaubt der von B gegebenen 
Versicherung, daß jede Urne nur 5 Kugeln enthält, welche nur schwarz 
oder weiß sind. A macht nun aus jeder Urne zwei Ziehungen, ohne 
die gezogene Kugel zurückzulegen und scheidet jene Urnen aus, welche 
zweimal weiß ergaben. Kann man den Schluß machen, daß von diesen 

ausgeschiedenen Urnen nahe — mit 2 weißen und 3 schwarzen Kugeln 
gefüllt sein werden? 

Für diesen Schluß besteht kein innerer Grund, da man nicht 
weiß, wie die Urnen gefüllt worden sind. Er hätte nur dann Berech- 
tigung, wenn man wüßte, daß bei der Füllung alle möglichen Kom- 
binationen, nämlich zwei weiß, drei schwarz; drei weiß, zwei schwarz ; 
vier weiß, eine schwarz; fünf weiß, keine schwarz gleichmäßig be- 
rücksichtigt worden sind. Ist dieses Wissen nicht vorhanden, dann 
kann der Schluß irreführen. 

Es ist beispielsweise nicht ausgeschlossen, daß B absichtlich 
die Urnen mit mehr weißen als schwarzen Kugeln izefüilt hat. Dadurch 
träfe die vorausgesetzte Gleichmöglichkeit der Kombinationen nicht 
mehr zu. 

Erfolgt die Füllung der Urnen durch Auslosung mit einer 
Münze wie im 2. Beispiel, so ist der Willkür, dem Raffinement, der 
Leidenschaft der Person, welche nach dieser Vorschrift die Urnen 
füllt, kein Spielraum gegeben. In diesem Falle kann man demnach 
sagen : 

Wenn man eine sehr große Anzahl von Urnen in der be- 
schriebenen Weise füllt; wenn man aus jeder zwei Ziehungen in der 
angegebenen Weise macht und diejenigen bei Seite stellt, aus welchen 
zweimal weiß zum Vorscheine kam, so ist es sehr wahrscheinlich, daß 

nahe dieser Urnen mit 2 weißen und 3 schwarzen Kugeln gefüllt 

sein werden. 

In allen Fällen, wo das apriorische Wahrscheinlichkeitsgesetz 
der Ursachen bekannt ist, haben die nach der Regel, von Bayes 
ermittelten Wahrscheinlichkeiten dieselbe Berechtigung und Bedeu- 
tung, wie a priori bestimmte Wahrscheinlichkeiten. 
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Wo jedoch die Kenntnis dieses Gesetzes mangelt und man ge- 
nötigt ist, den Hypothesen gleiche apriorische Wahrscheinlichkeit 
zuzuschreiben, sind die Resultate nicht kritiklos hinzunehmen. Die 
schablonenhafte Anwendung der Regel von Bayes kann hier zu 
Ergebnissen führen, die keinen inneren Wert besitzen und gegen 
deren Anerkennung sich der gemeine Verstand sträubt. 

7. Theorem von Bayes bei unbegrenzter Menge möglicher 

Ursachen. 

Jene Form, in welcher die Frage nach der Wahrscheinlichkeit 
einer speziellen Ursache oder eines Ursachenkomplexes für ein be- 
obachtetes Ereignis in den Anwendungen sich am häufigsten ein- 
stellt, läßt sich aus dem folgenden Schema entnehmen. 

Zwei einfache Ereignisse e und /, die einander entgegengesetzt 
sind, bilden in irgend einer bestimmten Zusammensetzung das Er- 
eignis B. Die Wahrscheinlichkeiten von e und / sind von vornherein 
unbekannt. Ist r die Wahrscheinlichkeit von e, so ist 1 — .r jene von/. 

Der beobachtete Erfolg, das Ereignis B, bestehe in dem m- 
maligen Eintreffen von e und dem n-maligen Eintreffen von f in 
Ä = 'm ^71 Versuchen; dem Ereignisse kann von vornherein jede 
Wahrscheinlichkeit zwischen und 1 zugeschriebjji werden. Über 
die Umstand", welche auf diese Wahrscheinlichkeit Einiluß haben, 
sei entweder gar nichts bekannt, so daß man genötigt ist, allen 
Werten aus dem bezeichneten Intervalle gleichen Möglichkeitsgrad 
beizulegen, oder aber es bestehe nach dieser Richtung ein solches 
Wissen, daß man den Wahrscheinlichkeitsgrad für jeden Wert a priori 
anzugeben imstande ist. 

Die Annahme eines Wertes x für die Wahrscheinlichkeit von B 
ist hier als eine Ursache des beobachteten Ereignisses aufzufassen; 
es gibt also der Ursachen eine unendliche Menge, weil die Anzahl 
der reellen Werte in einem Intervall unendlich groß ist. Mit der 
Annahme eines Wertes x ist aber eine Hypothese über die Naiur 
der zugrunde liegenden Umstände in der Regel nicht gemacht; 
nur ein allgemeines Bild ist hiefür geschaffen, indem man sagen 
kann, es verhalte sich mit dem Ereignis in Bezug auf seine Ver- 
wirklichung so, wie mit dem Ziehen einer weißen Kugel aus einer Urne, 
welche mit einer unendlichen Menge weißer und schwarzer Kugeln 
in dem durch die Zahl x gekennzeichneten Mischungsverhältnisse 
gefüllt ist. Die Menge der Kugeln muß als unendlich vorausgesetzt 
werden, damit das Mischungsverhältnis eines jeden Werttis fähig sei. 



— 81 — 

Für das beobachtete Ereignis entspringt aus x die Wahrschein- 
lichkeit 

mithin wäre bei gleicher apriorischer Wahrscheinlichkeit aller Werte 
von X die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des besonderen Wertes. 
X gleich 

y 

" ' ■ ■ ■ I ^ 

1 



Ein solcher Ausdruck ist aber für die Rechnung ungeeignet, da die 
Summe im Nenner sich über all^ Werte des Intervalles (0,1) zu 
erstrecken hätte; er zeigt nur die von vornherein erkennbare Tat- 
sache an, daß die Wahrscheinlichkeit eines individuellen Wertes x 
von Null nicht zu unterscheiden ist. 

Hier ist also eine Modifikation der Fragestellung notwendig 
und diese soll darin bestehen, daß man nach der Wahrscheinlichkeit 
eines Wertes aus dem Intervalle (x, x-]-dx) trsL^t; diese wird der 
Große d x des Intervalls und dem zugehörigen Werte von y, der in 
diesem Intervall als konstant erachtet werden kann, proportional, 

also durch 

kydx 

darstellbar sein; berücksichtigt man, daß die auf alle Intervalle be- 
zogene Summe dieser Ausdrücke den Wert 1 haben muß, so folgt 
aus der Gleichung 

h j ydx= 1 



für k die Bestimmung: 







k = 



J ydx 





und hiemit ergibt sich für die beschriebene Wahrscheinlichkeit der 

Ausdruck 

ydx 
1) P^ = -^ 



/ ydx 





Der Ausdruck für px ist zwar auch unendlich klein, aber der 
Rechnung schon zugänglich. Derjenige Wert von x, welcher y zu 
einem Maximum macht, wird als der wahrscheinlichste Wert 

Kos 4k, Aosglelobtmff ron Beobaobtungexi. II. (; 
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oder als Wahrscheinlichkeit von B nach der wahrschein- 
lichsten Hypothese bezeichnet. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß x in ein endliches Intervall (a, ß) 
falle, ist daraus 

ydx 



2) P=^ 



i^ 



/ ydx 



Das Integral im Nenner des Ausdruckes für P ist angebbar; es ist 
nämlich [siehe Punkt \0B) dieses Abschnittes]: 



hiemit geht 2) über in 



min! J 



et 

Beispiel. Für w=1, w = 2; a = 0, /3 = - erhält man: 

P=-f^ 1 a?(l— Ä:)2dx = 12 / (aj — 2 a:2 + x8)dic= -• 
l!2!j ^ ' J ^ ' ' 16 

ü 

Die Wahrscheinlichkeit, daß x in das Intervall (0, -) falle, beträgt 

11 
somit — . Es ist daher wahrscheinlicher, daß y = x{i — xy^ kleiner 

1 ^^ 

als - ist, als daß es diesen Wert überschreitet. Mit anderen Worten, 

2 ' 

es ist wahrscheinlicher, daß beim nächsten Versuche das Ereignis 
e nicht eintrifft, als daß es eintrifft. 

In dem Falle, daß man die Wahrscheinlichkeit einer Ursache 
anzugeben imstande ist — sie heiße z und wird eine Funktion von 
X sein — erfahren die Formeln 1) und 2) eine ähnliche Änderung, 
wie sie beim Theorem von Bayes notwendig war, beim Übergange 
von dem Fall, in welchem die Ursachen a priori gleichmöglich sind, 
zu dem Fall, in welchem die Ursachen a priori verschiedene Wahr- 
scheinlichkeit besitzen. Ist also z die apriorische Wahrscheinlichkeit 
der Ursache, nämlich des Wertes »r, ferner y die Wahrscheinlichkeit, 
welche diese Ursache, der Wert .r, dem beobachteten Ereignisse B 
verleiht, so ist die Wahrscheinlichkeit des eingetretenen Ereignisses 
ß, welche der Annähme x entspringt, gegeben durch 
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ZV dx 
3) P' = -Ä 

1 zydx 



und die Wahrscheinlichkeit, daß die Ursache, also der Wert a;, 
zwischen den Grenzen a und ß liegt 



P=^ 



/ 



zydx 



ß 



zydx 



ü 



Derjenige Wert von x, welcher px^ d. h. zy zu einem Maximum 
macht, wird auch hier als die Wahrscheinlichkeit von B nach 
der wahrscheinlichsten Hypothese bezeichnet 

8. Ursachen, welche den Eintritt eines Ereignisses begünstigen. 

Hat ein Ereignis eine Wahrscheinlichkeit größer als — für den 

einmaligen Eintritt, so sagt man, es existiert eine Ursache, welche 
den Eintritt begünstigt. So ist z. B., wenn man aus einer Urne, 
die 3 weiße und 2 schwarze Kugeln enthält, Kugeln zieht, die Wahr- 

3 1 

scheinlichkeit, eine weiße zu ergreifen, -z->-z-] es ist also wahr- 

scheinlicher, eine weiße Kugel zu ziehen, als eine schwarze. Das öftere 
Ziehen einer weißen Kugel hat also eine Ursache, eben die, daß 
3 weiße und bloß 2 schwarze Kugeln vorhanden sind. Würde man 
nicht wissen, wieviel weiße und wieviel schwarze Kugeln die Urne ent- 
hält, würde man aber nach einer Reihe von Zügen finden, daß mehr 
weiße als schwarze Kugeln gezogen wurden, so würde man schließen, 
daß der Zug einer weißen Kugel gegenüber dem Zuge einer schwarzen 
Kugel begünstigt ist, daß also eine Ursache existiert, welche das 
öftere Erscheinen einer weißen Kugel bewirkt. Diese Ursache würde 
man einfach dahin deuten, daß die Urne mehr weiße als schwarze 
Kugeln enthält, daß also die Wahrscheinlichkeit für den Zug einer 

weißen Kugel größer als — ist. 

Ist beispielsweise y die auf x basierende Wahrscheinlichkeit 
eines Ereignisses J?, so hat man, bei Voraussetzung gleicher aprio- 
rischer Wahrscheinlichkeit aller Werte von a-, für die aposteriorische 
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Wahrscheinlichkeit, daß x in ein endliches Intervall (a, ß) falle, den 
Ausdruck 



p=" 



J ydx 

a 

I ydx 



soll eine Ursache den Eintritt des Ereignisses begünstigen, so muß 
ic>-, also zwischen - und 1 liegen; man erhält also für die Wahr- 
scheinlichkeit der Begünstigung des Eintrittes des Ereignisses 



/ 



ydx 



P= 



/ ydx 

u 



Beispiel. Über den Inhalt einer Urne ist weder der 
Menge der Kugeln nach, noch in Be2ug auf deren Farben- 
verhältnis etwas näheres bekannl Man hat n Ziehungen, 
und zwar immer mit Zurüeklegung der Kugel gemacht und 
jedesmal eine weiße Kugel ergriffen. Wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß die Urne weiße Kugeln in der Überzahl 
enthält? 

Die beiden einfachen Ereignisse, die hier mitspielen, sind: 

e Ziehen einer weißen Kugel und 
/ Ziehen einer nicht weißen Kugel; 

die Wahrscheinlichkeit von e sei x, dann ist die von / offenbar i — x. 
Da man weder über die Menge der Kugeln noch über das 
Farbenverhältnis derselben Näheres weiß, so ist x eines jeden Wertes 
aus dem Intervalle (0, 1) fähig. Das beobachtete Ereignis B ist zu- 
sammengesetzt aus dem n-maligen Eintreffen des Ereignisses e, es 
ist also y = x\ Da weiße Kugeln in der Überzahl sein sollen, 

so muß X zwischen - und 1 liegen. Man hat also für die gesuchte 

Wahrscheinlichkeit 



/ 



a^dx ( a:"+' 



P= 









u 
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sie nähert sich um so mehr der Einheit, je größer n ist. Für n=4: 

erhält man P= i — -— == •— . 

32 32 

9. Die wahrscheinlichste Hypothese. 

Die wahrscheinlichste Hypothese über die bedingenden Umstände 
des beobachteten Ereignisses S ist durch jenen Wert von x gekenn- 
zeichnet; welcher px, d. h. welcher y, beziehungsweise z y zum 
Maximum macht. Man nennt diesen Wert — er heiße a — die 
Wahrscheinlichkeit von B nach der wahrscheinlichsten Hy- 
pothese. 

Aus y = a^(i — xY ergibt sich durch Nullsetzen des ersten 
Differentialquotienten 

-j^ — mx"*'-^ {1 —xY — na:'»»(l — x')'»-i = 

Cl X 

= x**"-^{l — a;)"~"*{ni(l — x) — nx} = 0; 

nun kann x nicht gleich Null werden, weil das Ereignis e m-mal 
beobachtet wurde und weil das Ereignis / n-mal beobachtet wurde, 
kann auch 1 — x nicht verschwinden; soll also die letzte Gleichung 
erfüllt werden, so hat man zu setzen: 

w (l — x) — nx== 0; 
daraus folgt 

i\ mm. 

1) a: = a = 1 = — , m-\-n = H. 

w + n 8 

Der wahrscheinlichste Wert setzt sich zusammen aus der Zahl m der 
Wiederholungen von e als Zähler und der Gesamtzahl s der Versuche 
als Nenner. Hiemit berechnet sich der maximale Wert von y mit 

2) >/=2^_. 

Es soll nun das Verhalten von y in der Umgebung des 
Maximums unter der Voraussetzung geprüft werden, daß 8 eine 
große Zahl ist. Zu dem Ende setze man 

x = p g, wodurch 1 — x=l § = g = g 

o 8 8 8 

und damit 

Wird. Je kleiner |, um so mehr ist es gestattet, die nach der be- 
kannten Reihe 
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X X* , X^ X* 



Z(l+.r) = ^-jj +g— - + , -Kx^-M, 

ausgeführte Entwicklung: 

Z(? = mZ(l-i- -g) 4-n/(l— -g) = 

m ' n 

=-&-:>+ )-"(-;7s-Ä.t'- ) 

bei der zweiten Potenz des Argumentes | abzubrechen ; es wird dann 

IQ= ^^g2 und somit Q = e~^^^; 

2mn 

bei Berücksichtigung der Glieder mit ^^ träte im Exponenten das 

Glied — — 7,--,- ^^ hinzu, welches bei großem s (und m, n) auf den 
3 m^ 71- 

Wert der Exponentialgröße nur unerheblichen Einfluß nimmt. 
Der Ansatz 






zeigt nun, daß y in der Umgebung von a anfangs langsam, bald aber 
sehr rasch abnimmt und Werte erlangt, die im Ver-:leich zu M außer- 
ordentlich gering sind. Zur Erläuterunu dieses Ergebnisses mögen 

3 

folgende Angaben dienen: Für wj ^^ 300, ?i ^^ 200 (;>•— 500) ist a=~ 



und es findet sich, daß 

für g = -I- , " y = 0-901 07 J/, 

* " 100 ^ ' 

" ^^-i^Ö .y- 0-073 966 J/, 

, |=-f-- // = 0000029929.1/, 

„ g = -f -- y = 0-000 000 000 000 000 000 802 41 3/. 

Wenn auch die Rechnung bei so großem | nicht mehr sehr scharf 
ist, so zeigt sie doch, daß Annahmen von x, die nur einigermaßen 
von der wahrscheinlichsten Annahme a abweichen, im Vergleiche zu 
dieser eine überaus geringe Wahrscheinlichkeit für sich haben. 

Was den Maximalwert M von y selbst betrifft, so ist er außer- 
ordentlich klein und im vorliegenden Falle erst an der 1 47. Dezimal- 
stelle mit einer bedeutsamen Ziffer besetzt. 
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10. Bestimmung der Wahrscheinlichkeit -P dafür, daß die 
Wahrscheinlichkeit p für das Eintreffen des Ereignisses e 



zwischen den Grenzen — ^5 liegt, 
ümkehrung des Theorems von Jakob BernouUi. 

A) Bestimmung des Ausdruckes für die Wahrscheinlichkeit P. 

Der beobachtete Erfolg bestehe in dem 7w-maligen Eintreffen 
des Ereignisses c und in dem n-maligen Eintreffen des entgegen- 
gesetzten Ereignisses / in m-j-n = « Versuchen, dabei die Unver- 
änderlichkeit der bedingenden Umstände vorausgesetzt; die unbe- 
kannten, zur Einheit sich ergänzenden Wahrscheinlichkeiten der Er- 
eignisse e, / seien p, q. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß p zwischen die Grenzen ö und 

\-d falle, von dem wahrscheinlichsten Werte — also höch- 

ts 8 

stens um ö nach der einen oder andern Seite abweiche, ist, gleiche 
apriorische Wahrscheinlichkeit der möglichen Hypothesen voraus- 
gesetzt, nach Formel 2) des Punktes 7 dieses Abschnittes 



m 

ß 



ydx 



7-5 



j ydx 







darin y = x^(\ — xY gesetzt. Es handelt sich also um die Bestimmung 
des im Nenner und im Zähler stehenden Integrals. Zunächst soll das 
Integral im Nenner und dann das Zählerintegral bestimmt werden. 

B) Berechnung des Integrals Jm,n= 1 ^"*{^ — x^dx, worin m 



und n ganze positive Zahlen bedeuten. 
Durch partielle Integration erhält man, wenn 

u = (i — a?)", dv = X"' d Xj also 

du = — n (1 — xY - ' d X, v = 

m-i- 1 

psetzt wird: 
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U 

m-r-1 J 







oder 

n 

daher ist 



T — T 

^m,H i 7 «'m-j-l, n — 1 



r _w — 1 

«/m+i, »— 1 — j^nr2 *'*+^' «—2, 



n — 2 
m + 3 



«/m+2, n — 8 = j— r «/m-i-S, n — 8 



7- - ^ 7 

Durch Multiplikation dieser Gleichungen folgt 



n n — In — 2 1 

m-\-l m-i-2 m-[-3 m-pn 

Nun ist 






j m-pn + 1 







also ergibt sich 

^ yi(/> — l)(yi — 2) 1 __ 

'"'**""■ (m + l)(w-f 2)(in+3) (w + ^i-f-l) "~ 

1 .2.3 (n — l)n 

"^ (m-f l)(m + 2)....(w4-n+l) "^ 

1.2.3 m.1.2.3 n m!n! 

"~ 1.2.3 (m-x-n-j-l) ~ {m-\-n--- \)\ 



Man hat also 

min! 
(w 4" w -p 1) ! 



Jm, n = 1 af'(i — x)** dx = 



Beispiel. Es ist 



r 

J ^^^ ^' '^ 9! 6.7.8.9 504 



'\/i ^»J ö'3! 1.2.3 l 
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als / (1^(1 — 

1« m 



C) Näherungsweise Darstellung des Integrals / a:^(l — cc)**da; 

durch ein anderes Integrai. m . 



Man führe in dasselbe eine neue Veränderliehe mittels der 
Beziehung 

ein; dadurch wird 

hiefür kann unter der Voraussetzung, daß die Grenzen des Integrals 
klein seien, nach den Entwicklungen des Punktes 9 dieses Abschnittes 
mit großer Annäherung 






8» 

geschrieben werden. 

DJ Berechnung von P. Umkehrung des Theorems von Jakob 

Bernoulli. 

Man findet also mit Rücksicht auf BJ und C) für die Wahr- 

scheinlichkeit, daß p zwischen die Grenzen <J und \-d falle, 

mini a^ J 

Dieser Ausdruck ist für die Rechnung noch immer zu kompliziert. 
Die weitere Vereinfachung erfolgt dadurch, daß man die Fakultäten 
durch die Stirlingsche Formel ausdrückt. Man erhält: 



mini mini m'^e-'^'Y 2%m,7V't-''Y 2nn 

Je größer s ist, mit umso größerer Annäherung kann a für 
« + If also auch 

w*^ri** f 2 Trmn 
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für — — J — : — gesetzt werden. Dann aber geht der Wert für P 
m"'n*'Y 2 7t mn 



über in 



2 7t Vi 71 J^ 



« 2 tu n 



5= 



Führt man hierin mittels der Substitution 



Veränderliche t ein, so wird ei | = 



^^_p_m« 



r 



dl 

r' 



8- 



2mn 



• 5 = < die neue 



d t und 



y 



^ je-'* dt. 

7t J 



Bezeichnet man d 



r. 



«• 



2m n 



mit 0f so folgt 



•0 



*S 



'^=-1= fe-^dt = -^^ fe-^dt. 

Y 7t J ^ y TiJ 



Man kann hienach den Satz aussprechen: Es ist mit der Wahr- 
scheinlichkeit 

7t J 



rTt 



^dt 







zu erwarten, daß die unbekannte Wahrscheinlichkeit j) des 
Ereignisses e zwischen den Grenzen 



7)1 



— d und 



m 

8 



+ 6 



liege. Da 



r^ 



2 m 7i 



= ö, also 



-«f-T- 



so drückt Pdie Wahrscheinlichkeit aus, daß die unbekannte 
Wahrscheinlichkeit j) des Ereignisses e zwischen die Grenzen 



tit 

8 



-öl 



/ 2mn 



und -"A^@r^-^ 



fällt. 

Beispielsweise für = S erhält P bereits nahezu den Wert 1. 
Folglich kann man es fast als sicher ansehen, daß die Wahrschein- 
lichkeit p zwischen den Grenzen 
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sn^ -^ und _4-3ri|-^ 



s 

eingeschlossen ist. i /^- 

Da das Intervall der Grenzen, 2®^ — —, von der Ordnung 

-^ ist, weil m und n im allgemeinen von der Ordnung der Zahl 8 

sind, so konvergiert es, wie groß auch ®, d. h. wie nahe auch P 
der Einheit angenommen wird, mit wachsendem 8 gegen Null. Man 
kann also die Anzahl s der Beobachtungen so groß wählen, daß mit 
einer der Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit erwartet werden 
darf, die unbekannte Wahrscheinlichkeit p liege innerhalb beliebig 
eng festgesetzter Grenzen. In diesem Ausspruche liegt wieder die 
Umkehrung des Theorems von Jakob Bernoulli, zu welcher 
man auf dem Wege über das Theorem von Bayes gelangte. 

Bisher wurde angenommen, daß m und n große Zahlen sind, 
es wurden also die Fälle ausgeschlossen, in welchen das Verhältnis 

bei unbegrenztem Wachstum der Zahl der Versuche gegen 1 



m 



8 

oder konvergiert. Diese beiden speziellen Fälle sind dadurch ge- 
kennzeichnet, daß im ersten Falle nur das Ereignis e, im zweiten nur 
das entgegengesetzte Ereignis / eintritt. Es soll der erste dieser 
Fälle näher betrachtet werden. 

Wenn bei s Versuchen das Ereignis e «-mal eintrifft, dann ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß sich x um weniger als s von der Ein- 
heit unterscheidet, nach Gleichung 2) des Punktes 7 dieses Abschnittes 

afdx 



ß 



I afdx 



Bei unbegrenztem Wachsen von s nähert sich obiger Ausdruck 
bei jedem noch so kleinen Wert s der Einheit; also gilt auch für 
diesen Fall die Umkehrung des Theorems von Jakob Bernoulli. 

Die Untersuchung des zweiten Falles führt zu demselben Schlüsse. 

E) Wahrscheinliche Grenzen der unbekannten Wahrschein- 
lichkeit p des Ereignisses e. 

Setzt man P=-^ so erhält man aus 

2 

1 2 r^ 
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mit Hilfe der Tabelle I für & den Wert 0*476 936 2762. Es ist daher i 
gegen l anzunehmen, daß die unbekannte Wahrscheinlichkeit p von 
e zwischen den Grenzen 



— 0-476 936 y — *^j - und — + 0476 93« V 



S I «" 8 I ** 



oder zwischen den Grenzen 



m 

8 



0-6745 r^^ und -^ + 0-6746 r^ 



liegt; man kann auch sagen, innerhalb dieser Grenzen ist der Wert 

von p mit der Wahrscheinlichkeit — zu erwarten. Diese Grenzen be* 

^ 2 

zeichnet man als die wahrscheinlichen Grenzen der gesuchten 
Wahrscheinlichkeit. Es ist also ebenso wahrscheinlich, daß der 
Wert der unbekannten Wahrscheinlichkeit p zwischen den wahr- 
scheinlichen Grenzen liegt als außerhalb dieser Grenzen. Die Hälfte 
des Intervalls der wahrdcheinliehen Grenzen heißt wahrscheinliche 
Abweichung. 

F) Präzision der gewonnenen Bestimmung — für p. 

Zwei Versuchsreihen, mögen sie sich auf dieselbe oder auf ver- 
schiedene Materien beziehen, sind in Bezug auf die Weite der Grenzen^ 

171 

innerhalb welcher sie die Abweichung p mit gegebener Wahr- 

scheinlichkeit P erwarten lassen, mit einander vergleichbar. 

Um diese Vorstellung zu präzisieren, denke man sich zwei Be- 
obachtungs- oder Versuchsreihen; die eine beziehe sich auf die Er- 
eignisse e, /, denen im ganzen Verlaufe der s Versuche die unbe- 
kannten Wahrscheinlichkeiten ;>, q zukommen; die andere betreffe 
die Ereignisse e\ f mit den gleichfalls unbekannten Wahrscheinlich- 
keiten p , q und umfasse «' Versuche. Die Wiederholungszahl von e 
sei wi, die von t sei m. Alsdann ist mit der Wahrscheinlichkeit 

Y 



zu erwarten, daß einerseitseits 






'2mn m _l/^2 



und anderseits 



mn 



«3 ' «I 8^ 
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Die Weite dieser Intervalle ist 



2^f — ^, 2®|/--,r 



und hängt bei gegebenem l\ also bei festem 8 nur von dem Wurzel- 

ausdruek ab. Je enger nun das Intervall, je näherliegend an das Ver- 

m 
hältnis — der Wert p mit gegebener Wahrscheinlichkeit zu erwarten 

8 

ist, für desto genauer wird man die betreffenden Versuch^ erklären. 

r 2 in 71 
- -— oder sie 

wachst mit dem Wachsen von 



=r 



8^ 



2mn 



und man kann übereinkommen, diesen Ausdruck geradezu als das 
Maß der Präzision der durch die Erfahrung gewonnenen Bestim- 
mung — für p aufzufassen. 

Die Präzision wächst sonach wie die Quadratwurzel aus der 
3. Potenz der Anzahl der Versuche und ist umso größer, je kleiner 
das Produkt m n ist. *) 

Zur Ausführung der hier auftretenden Rechnungen bedienJt man 
sich der Tabelle I. 

B. Wahrscheinlichkeit künftiger Ereignisse auf Qrund von 

Beobachtungen. 

11. Aposteriorische Wahrseheinliehkeit eines zu gewärtigenden 

Ereignisses. 

Eine aus Versuchen oder Beobachtungen für ein zufälliges Er- 
eignis abgeleitete Wahrscheinlichkeit wird als empirische oder als 
Erfahrungswahrscheinlichkeit bezeichnet. Die Theorie bietet 
zwei Methoden ihrer Bestimmung dar. 

Die eine Methode besteht darin, daß man dem Ereignis die- 
jenige Wahrscheinlichkeit zuschreibt, welche sich aus der wahrschein- 



m = „= ^ 



*) Bekanntlich wird das Produkt m n, wobei m-\-n=^9 ist, ein Maximum für 
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liebsten Hypothese über das beobachtete Ereignis dafür ergibt. Man 
nennt diese Wahrscheinlichkeit die Wahrscheinlichkeit nach der 
wahrscheinlichsten Ursache bestimmte. Ihre Berechnung erfor- 
dert die Anwendung der Bay esschen Regel. 

Die andere Methode besteht darin, daß man alle Hypothesen, 
die mit dem beobachteten Ereignis vereinbar sind, bei der Bestim- 
mung der Wahrscheinlichkeit des künftigen Ereignisses mitwirken 
läßt, jede entsprechend dem Grade ihrer eigenen Wahrscheinlichkeit. 
In diesem Falle spricht man von einei* Wahrscheinlichkeit a 
posteriori im besonderen. 

Vom theoretischen Standpunkte wäre die zweite Methode vorzu- 
ziehen, weil sie auf alle möglichen Ursachen Rücksicht nimmt, während 
die erste sich auf eine bestimmte von diesen Ursachen allein stützt. 
Bei umfangreichen Erfahrungsreihen, wie solche in den praktischen 
Anwendungen zumeist vorliegen, liegen die Resultate beider Methoden 
so nahe aneinander, daß es wohl gleichgültig bleibt, welches von 
beiden man wählt. Zumeist wird hier unter der empirischen Wahr- 
scheinlichkeit die nach der wahrscheinlichsten Hypothese gerechnete 
verstanden. 

Das erste Verfahren bedarf keiner Erläuterung mehr. 

Die Bestimmung der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit eines 
zu gewärtigenden Ereignisses besteht in einer Anwendung der Sätze 
von der zusammengesetzten und der vollständigen Wahrscheinlichkeit. 

Bei dieser Bestimmung sollen 3 Fälle unterschieden werden, 
und zwar: 

a) Die Ursachen a priori sind gleichmöglich und in begrenzter 
Menge vorhanden; 

b) die Ursachen a priori besitzen verschiedene Wahrschein- 
lichkeit und sind gleichfalls in endlicher Menge vorhanden, endlich 

c) die Ursachen a priori sind in unbegrenzter Menge vorhanden. 
Der Wortlaut für die Beweisführung der Fälle a) und h) ist 

fast gleichlautend, wurde aber dennoch, um den Unterschied klar 
hervortreten zu lassen, in ungekürzter Form aufgenommen. 

Zu a). Es sei B das beobachtete Ereignis, das sich aus den ein- 
fachen, einander entgegengesetzten Ereignissen e, / irgendwie zu- 
sammensetzt; dasselbe lasse die gleichmöglichen Ursachen 

zu; die Wahrscheinlichkeiten, mit welchen B aus diesen zulässigen 
Ursachen zu erwarten ist, seien 
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SO daß die Ursache Ui dem Ereignis B die Wahrscheinlichkeit pi 
verleiht. Ferner mögen 

die aposteriorischen Wahrscheinlichkeiten dieser Ursachen bezeichnen, 
das sind also die Wahrscheinlichkeiten, nachdem das Ereignis B 
bereits eingetreten ist; Pi ist also die aposteriorische Wahrschein- 
lichkeit der Ursache 17/. Nach dem Theorem von Bayes hat man 

1) p.= 4^- 



1 

Es soll nun die Wahrscheinlichkeit des künftigen, ebenfalls aus 
e und / zusammengesetzten Ereignisses K ermittelt werden. 

Jede der n zulässigen Ursachen verleiht auch dem künftigen 
Ereignisse K eine gewisse Wahrscheinlichkeit; diese Wahrscheinlich- 
keiten seien beziehungsweise 

Es bezeichnet also pt die Wahrscheinlichkeit, welche die Ursache 
Ui dem künftigen Ereignisse K verleiht. 

Soll nun das Ereignis K infolge der Ursache Ui eintreffen, so 
muß vor allem diese Ursache wirksam sein. Es ist aber Pi die aus 
der Beobachtung des Ereignisses B abgeleitete aposteriorische Wahr- 
scheinlichkeit, daß die Ursache Ui vorlag. War dies wirklich der Fall 
und ist bei dem künftigen Ereignisse die nämliche Ursache aktiv wie 
bei dem beobachteten, so ist K mit der Wahrscheinlichkeit pi zu 
erwarten; folglich ist P/p,- die Wahrscheinlichkeit, daß K durch die 
Ursache Vi zustande kommt. Nun kann K durch n verschiedene 
Ursachen hervorgerufen werden, daher ist seine Wahrscheinlichkeit 
n gleich der Summe der den einzelnen Ursachen zukommenden 
Wahrscheinlichkeiten, also eine totale Wahrscheinlichkeit oder eine 
Wahrscheinlichkeit des Entweder-oder. Für diese vollständige, aus 
der Erfahrung gefolgerte Wahrscheinlichkeit a posteriori von K gilt 
also der Ausdruck: 



n 



2) iT=P,p, + P,p, + + P„p„ = ^P,p,. 

1 

Ersetzt man darin Pi durch seinen nach dem Theorem von 
Bayes bestimmten Wert 1), so findet man 

n 

gv JJ^ Pl9l+lJiP» + ----+ I>npn ^ ^ 

' n n 

E^' E-P'- 
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Beispiele. 

1. Beispiel. Es liegen drei äußerlich gleiche Urnen Ui, 
U^y f/3 von folgender Füllung vor: 

Ui enthält 2 weiße und 3 schwarze Kugeln, 

^2^1« Kugel , 2 ^ „ , 

(/s „ 8 „ Kugeln , 1 „ Kugel; 

man hat aus einer der Urnen eine Kugel gezogen, sie weiß 
befunden und wieder in die Urne zurückgelegt, deren In- 
halt dann gemischt wird. Welche Wahrscheinlichkeit besteht 
für das Ziehen einer weißen Kugel beim nächsten Zug? 

Beim zweiten Zug ist man bezuglich der Urnen in Ungewißheit; 

es ist hier 

2 2 

1 1 

3 3 

Die Wahrscheinlichkeit des künftigen Ereignisses K des Ziehens 
einer weißen Kugel ist daher 

_25'"9'^r6 4.144-^25.16 + 81.25 



2 1 ^ 3 2.5.9.16 + 3.25.16-^4.25.9.3 

576 + 400 + 2025 3001 



1440 + 1200 + 2700 5340 

2. Beispiel. Aus einer Urne, die nur weiße und schwarze 
Kugeln, im ganzen vier, enthält, sind vier Ziehungen mit 
Zurücklegung der Kugel gemacht worden; dreimal erschien 
eine weiße, einmal eine schwarze Kugel. Welche empirische 
Wahrscheinlichkeit folgt aus diesenTatsachen für das Ziehen 
einer weißen Kugel aus der Urne? 

Dem beobachteten Ereignis B (3 weiß, 1 schwarz) können drei 
Ursachen zugrunde gelegt werden, nämlich: 






3 weiße Kugeln, 1 schwarze Kugel, 
2 n . , 2 „ Kugeln, 

1 „ Kugel, 3 „ „ ; 



die Wahrscheinlichkeiten von B nach diesen drei Ursachen sind: 
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P'^^lJ 4^2^' ^^"W -256' ^''-UJ i~256' 
die Wahrscheinlichkeiten der Ursachen selbst lauten: 

p 27 p 16 3 

Das künftige Ereignis K ist das Ziehen einer weißen Kugel. Seine 
Wahrscheinlichkeit nach der wahrscheinlichsten Ursache 

m ist 3 

- = 0-75, 
4 ' 

seine Wahrscheinlichkeit a posteriori dagegen 

„ 27 3 , 16 1 , 3 1 29 

n= = - = 0-630 

46 4 ^46 2 '46 4 46 

Zu hj. Es sei B das beobachtete Ereignis, das sich aus den 
einfachen, einander entgegengesetzten Ereignissen e, / irgendwie zu- 
sammensetzt; dasselbe lasse die Ursachen 

zu, deren apriorische Wahrscheinlichkeiten 

sein mögen; die Wahrscheinlichkeiten, mit welchen B aus den zu- 
lassigen Ursachen zu erwarten ist, seien 

ferner mögen 

die aposteriorischen Wahrscheinlichkeiten dieser Ursachen, das sind 
also die Wahrscheinlichkeiten, nachdem das: Ereignis B bereits ein- 
getreten ist, bezeichnen. Nach dem Theorem von Bayes hat man 
dann 

1 

Es soll nun die Wahrscheinlichkeit des künftigen, ebenfalls aus 
e und / zusammengesetzten Ereignisses K ermittelt werden. 

Es ist leicht einzusehen, daß jede der n zulässigen Ursachen 
dem künftigen Ereignisse K eine gewisse Wahrscheinlichkeit ver- 
leiht; diese Wahrscheinlichkeiten seien beziehungsweise 

<5l, P2, , Pn. 

Kok41c, Auagleicbnxig von Beobacbtungen. li- 7 
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Soll nun das Ereignis K aus der Ursache Ut hervorgehe n, 
so muß vor allem diese Ursache wirksam sein. Es ist aber P{ die 
aus der Beobachtung des Ereignisses B abgeleitete aposteriorische 
Wahrscheinlichkeit, daß die Ursache ü,- vorlag. War dies wirklieh 
der Fall und ist bei dem künftigen Ereignisse die nämliche Ursache 
aktiv wie bei dem beobachteten, so ist K mit der Wahrscheinlichkeit 
pi zu erwarten; folglich ist P^p^ die Wahrscheinlichkeit, daß -K' durch 
die Ursache Ui zustande kommt. Da nun K durch n verschiedene 
Ursachen hervorgerufen werden kann, ist seine Wahrscheinlichkeit 
TI gleich der Summe der den einzelnen Ursachen zukommenden 
Wahrscheinlichkeiten. Man hat also für die vollständige, aus der 
Erfahrung gefolgerte, also für die Wahrscheinlichkeit a posteriori von 
K den Ausdruck 



n 



1 

oder mit Rücksicht auf 4) 

g. ^ CPl yi Pl -I- 02 7>2 fa + COh jOn P» ^ 1 _ 

1 1 

Waren die Ursachen von vornherein gleichmöglich, also 
©1 = dg = = ßJw, so vereinfacht sich die Formel und lautet 

1 

übereinstimmend mit 3). 

Zu c). Ist die Wahrscheinlichkeit x von e aller Werte des 
stetigen Bereiches (0, 1) fähig, so stellen sich die früher mit o),j>,p 
bezeichneten Wahrscheinlichkeiten insgesamt als Funktionen von x 
dar und sollen nunmehr mit z^y^w bezeichnet werden, so daß z die 
apriorische Wahrscheinlichkeit von x, y die auf x basierende Wahr- 
scheinlichkeit von B und w die aus x gefolgerte Wahrscheinlichkeit 
von K bedeutet. Die aposteriorische Wahrscheinlichkeit von K stellt 
sich dann in der Gestalt 

y ziod X 



8) X n^ ' 



ß_ 

j yzdx 



u 
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und, wenn z konstant ist, in der Form 



I ywdx 



9) 11='- 



dar. 



I ydx 





Zusammenfassung über die aus der Beobachtung abge- 
leitete Wahrscheinlichkeit künftiger Ereignisse: Zur Bewer- 
tung der Wahrscheinlichkeit neuer Ereignisse auf Grund vorliegender 
Beobachtungsergebnisse führt ^ie Bayessche Regel in Verbindung 
mit den Sätzen über die zusammengesetzte und totale Wahrschein- 
lichkeit. Ist Pi die aposteriorische Wahrscheinlichkeit der Ursache 

Ui (i=l, 2, , w), pi die Wahrscheinlichkeit, welche diese Ursache 

dem künftigen Ereignisse £r verleihen würde, wenn sie existent wäre, so 

n 

ist n=^Pipi die totale, aus der Beobachtung erschlossene Wahr- 

scheinlichkeit von K. Ersetzt man darin Pi durch seinen nach der 
Bayesschen Regel bestimmten Wert, so ergibt sich für 77 der 
Ausdruck : 



» 



^Pipi ^(OiPipi 



n=- oder 77=-' 

n n 



(OiPi 



je nachdem die Ursache Vi, welche dem beobachteten Ereignisse B 
die Wahrscheinlichkeit pi zuschreibt, eine vom Zeiger i unabhängige 
oder eine mit ihm wechselnde apriorische Wahrscheinlichkeit (Oi 
besitzt. 

Hängt das beobachtete Ereignis B wie das künftige Ereignis K 
von der Wahrscheinlichkeit x eines elementaren Ereignisses e ab, so 
treten an die Stelle der obigen Formeln die nachstehenden: 



I ywdx j yzwdx 



77=" .r oder 77='' 



i ydx 1 yzdx 





je nachdem allen Werten von x a priori die gleiche oder jedem 
eine besondere apriorische Wahrscheinlichkeit z, zukommt; y ist die 
Wahrscheinlichkeit von B, to die von K. 

7* 
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12. Beispiele. 

1. Beispiel. Eine Urne enthält n Kugeln, welche nur 
weiß oder schwarz sein können. Bei einer vorgenommenen 
Ziehung erscheint eine weiße Kugel. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß bei dem nächsten Zuge wieder eine 
weiße Kugel erscheint, wenn die zuerst gezogene Kugel 
wieder zurückgelegt wird? 

Die Urne kann enthalten: 

1 weiße Kugel und n — 1 schwarze Kugeln, 

2 „ Kugeln ^ n — 2 „ ^ , 

endlich 

Diesen einzelnen Ursachen entsprechend wird die Wahrscheinlichkeit 
für das Ziehen einer weißen Kugel bei der zweiten Ziehung be- 
ziehungsweise sein: 

12 k n 

^ ?? n "^71 ^ n 

Die Wahrscheinlichkeit der Ursache, daß die Urne k weiße Kugeln 
enthält, beträgt zufolge des 1. Beispieles im Punkte 4 dieses Ab- 
schnittes 

2k 

n(Ti-j-l) 



P, = - 



Für die Ursache, daß die Urne k weiße Kugeln enthält, hat die 

Wahrscheinlichkeit des künftigen Ereignisses, des Ziehens einer weißen 

Kugel, den Wert 

k 

daher ist 

2/t k 2,k^ 

* ^^ n (n -f- 1) n n^ {n -- 1) 

die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses für die An- 
nahme: k weiße Kugeln, sowie das Ziehen einer weißen Kugel. 

Nun kann eine weiße Kugel gezogen werden unter den An- 
nahmen, daß die Urne entweder 1, oder 2, oder 3, , oder 

ky , oder n weiße Kugeln enthält. Diesen zusammengesetzten 

Ereignissen entsprechen beziehungsweise die Wahrscheinlichkeiten 
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2.12 



A TA 


n2(w-r 1) 


/'8p2- 


2.22 


n2(w-pl) ' 


^3p3-~ 


2.32 
7l^n+l) ' 



^ n2 (n -p 1) 



**^''~" n2(n+l) ' 



daher hat die gesuchte Wahrscheinlichkeit a posteriori für das 
künftige Ereignis, Ziehen einer weißen Kugel, den Wert: 



» 



da 1« + 2« + 3« + 4- n« =- -- n (n + 1) (2 n 4- 1),*) ist auch 

6 

oder 

2 ?i + 1 2 . l 



77 = 



3 71 3 3n 



*) Bekanntlich bildet die Reihe der Quadratzahlen eine arithmetische Reibe 
zweiter Ordnung. 

Die Summe der n ersten Quadratzahlen kann man, gestützt auf die Summe 
der n ersten Glieder der natürlichen Zahlen, auf folgende Art finden: 

Setzt man in (a + 1)' = a» -[- 3 «2 + 8 a + 1 der Reibe nach (x = 1, 2, 3, «, 

so folgt: 



23=13 + 3.12 r 3.1 F 1 
33 = 23 + 3 . 22 -i- 3 . 2 -t- 1 

43=33 r 3.324-3.3 f 1 



• n^-1 J 



addiert man diese n Gleichungen und läßt die 
auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens vor- 
kommenden Glieder 23, 33, , n3, weg, so 

(n -r 1)3 = w3 H- 3 . w2 -I- 3 . n -[- 1 J erhält man 

(n -f 1)3= 13 4- 3 (12 -I- 22 + 32 -f- . . • f n2) -f 3 (1 + 2 -^ 3 + . • • + n) + n; 

daraus folgt: 

P-.2, + 3M fn2=J{(n-M)3-l-a^Ü?^Lll-n 1=1 + 1 .-J = 

_n(n + l)(2nj-l) 
6 
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Je größer also die Anzahl der Kugeln ist, desto näher wird der 

2 2 

Wert der Wahrscheinlichkeit an - kommen. Für 7i = oo wird 11= ^ - 

o ö 

2. Beispiel. Eine Urne enthält n Kugeln, welche nur 
weiß oder schwarz sein können. Bei einer vorgenommenen 
Ziehung erscheint eine weiße Kugel, welche aber nicht zu- 
rückgelegt wird. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
im nächsten Zuge wieder eine weiße Kugel erscheint? 

Unter der Annahme, daß die Urne k weiße Kugeln enthält, ist, 
nachdem eine weiße Kugel gezogen wurde (das beobachtete Ereignis), 

A~l 
n— l 

die Wahrscheinlichkeit, daß auch im nächsten Zuge eine weiße Kugel 
erscheint (das künftige Ereignis), weil die weiße Kugel, die bereits 
gezogen wurde, nicht zurückgelegt wird. Da nun dem 1. Beispiel 
des Punktes 4 dieses Abschnittes zufolge die Wahrscheinlichkeit 

_ 2k 

n (n -p 1) 

für die Annahme besteht, daß die Urne k weiße Kugeln enthält, so ist 

_ 2k(k-l) 
'''*~n"(n + i)Oi-"l) 

die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens beider Ereignisse. 

Demnach ist die gesuchte aposteriorische Wahrscheinlicheit des 

künftigen Ereignisses: 

. »» 

n=Pih-\-Ptpi^- + Pkpi-\ h ^» p« = E ^* Pt = 



1 

n n M H 



n{n^ — 1) 1 w (71*— 1)^1 1 ^ 

Da bekanntlich 

2fc2-=r-^ + 2'-^ + 32H i-n2=^-n(n+l)(2 7i^-l), 

1 o 



1 

II 



1 

Eä = 1 + 2 + 3 + - 7) =„«(« + 1), 

somit 

^fc2 — E* = J-n (M -- 1) (2« + 1) - t « (« - 1) -= S («* — 1), 
SO erhält man schließlich 



— 103 — 

2 1 2 

w (w2— 1) 3 ^ ^ 3 

unabhängig von der Anzahl der Kugeln, welche die Urne 
enthält. 

3. Beispiel Eine Urne enthält eine unendlich große 
Anzahl von Kugeln; bei einem Züge wurde eine weiße Kugel 
gezogen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei dem 
nächsten Zuge wieder eine weiße Kugel erscheint? 

Es sei X die unbekannte Wahrscheinlichkeit für das Ziehen 

einer weißen Kugel, wobei x alle Werte zwischen und 1 annehmen 

kann. Dann ist , 

p xd X 



/i. 



X 





die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses B, 
Ziehen einer weißen Kugel, welche der Ursache x entspricht; 
daher ist 

Pzpx = 



I xdx 







die Wahrscheinlichkeit, daß unter dieser Hypothese bei dem nächsten 
Zuge wieder eine weiße Kugel erscheint. Es ist sonach die Wahr- 
scheinlichkeit a posteriori, im nächsten Zuge eine weiße Kugel zu 
ergreifen (das künftige Ereignis K): 



f 



cc* d X 



27='^ =- 

-1 3 

xdx 



ß 





Da die Anzahl der Kugeln nicht vermindert wird, ist es hier 
nicht nötig, daß die gezogene Kugel wieder zurückgelegt wird. Wenn 
es auch unmöglich ist, eine Urne mit unendlich vielen Kugeln zu 
haben, so kann man sich wohl vorstellen, daß diese unendlich vielen 
Kugeln das Eintreffen oder Ausbleiben eines Naturereignisses dar- 
stellen können. 

Man vergleiche dieses Beispiel mit den zwei vorhergehenden 
Beispielen bezüglich der für 77 erhaltenen Resultate. 

4. Beispiel. Es liegen N äußerlich gleiche Urnen von 
folgender Füllung vor: 



j<. 1. 7on den Cj Kugeln sind a^ 

Wert <: — 1 j w- , 

. ^:iireln; von den Cj Kugeln 






• -Tjiil in eine der N Urnen und 

- -*i weiß und werde nicht zurück- 
. Jrae, welcher diese Kugel ent- 

- iweite Kugel gezogen werden. Es 
i:!'.: dafür zu bestimmen, daß auch 

\ «c**! weiß sei. 
r< Beispiel mit dem speziellen Falle des 



-«* V « ^ <» 



■_'• ^njLniis A" — bestehend in dem abermaligen 
-.t: vii^l — gibt es zwei mögliche Ursachen U^ 
..• .->oiie Wahrscheinlichkeiten 

*i j N — n^ 

^» - y und CDs = , ^ - 

rüeiolichkeit, daß bei dem Eintreffen des Ereignisses B 
4 -a weißen Kugel) die Ursache C/j wirksam war, ist 



«i 



Px = 






n. -J-^(xV-w,) > 



.. I i •N;cCT*:alichkeit dafür, daß die gezogene Kugel einer Urne 
*• . oJiT^utviT «« entstammt, beträgt: 



p ^ . <^« ._ 

tj C2 



Ut die xuerst gezogene Kugel einer Urne der Gattung Ui ent- 
^^jttitton« so ist die Wahrscheinlichkeit, aus derselben Urne bei der 
i%v^,:vn Zit^hung abermals eine weiße Kugel zu erhalten, 



a, — l 



"• = 0.-1' 

vlonn im ganzen sind dann nur Ci — 1 Kugeln in dieser Urne, 
^- -unter <u — l von weißer Farbe. 
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Stammt die gezogene Kugel aus einer Urne von der Gattung u^ 
her, so ist die Wahrscheinlichkeit, aus derselben Urne auch bei der 
zweiten Ziehung eine weiße Kugel zu bekommen, 

Hiemit erhält man für die aposteriorische Wahrscheinlichkeit 
des künftigen Ereignisses: 

13. Hauptaufgabe über die aposteriorisohe Wahrscheinlichkeit. 

Das beobachtete Ereignis B bestehe in dem 7)i-maligen Ein- 
treffen und dem n-maligen Ausbleiben eines Ereignisses e von un- 
bekannter, a priori aller Werte gleichfähiger Wahrscheinlichkeit x. 
Das künftige Ereignis K bedeute das m'-malige Eintreffen und das 
n'-malige Ausbleiben von e in ni -{- n' weiteren Beobachtungen. 

Die Bestimmung der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit 77 von 
K hat nach der Formel 

ytodx 



ß 



n='- 



I ydx 





zu erfolgen, und zwar ist darin 



y = x*^{l— xy, w = n^^ + ^') x^'' (1 - «)"• 

zu setzen; denn das beobachtete Ereignis zeigt eine bestimmte 
Reihenfolge des Eintreffens und Ausbleibens von 6, während be- 
züglich des künftigen Ereignisses diese Reihenfolge unbestimmt 
und gleichgültig ist. Hienach hat man 

/ x'"+'"' (1 — xy-^"' dx 
1) j/=("'' + «')o 



I x*'*(l — xydx 
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Nun ist 

( \ )=^ -T - ,— » / x"'+»' (1 — xY'^'' dx 
\ m / m In i J 



{m -{- m') !(n-|-w')! 





1 



J. ,. -' "~ (,«+n+l)! • 

U 



X*** (1 — .-c)** dx = — 



hiemit erhält man für 77 den nur aus Fakultäten zusammen- 
gesetzten Ausdruck: 

(m' -J- n) ! (m + /«') ! (n + w') ! 0» + 7i -^- 1) ! 



2) n 



m ! n' ! (/n -f- m' + ^ + *^' -}- 1) ! wi ! w ! 



Setzt man hierin ih-j-w = « und 7h +n' = a', so kann 2) auch ge- 
schrieben werden: 

8j^_ {m+vi)l{n -\-n')\ («_4-^) ! 

77«.' !n'! ' (8 + 8 + 1)1 ' m\n\ 

Sind die Werte 8, m und n groß, so kann man die Fakultäten 
mittels der Stirlingschen Formel auswerten. Es wird dann, wenn 

man - und - , , gegen die Einheit vernachlässigt, 

o o i 8 



8l (w-|-m')«*+m' (^._i-n')« + '»' 8" ]f (m+vi){n+ny 






/w ! n ! ?/i"» 71" {8 + «')«-^-»' f 77m (« +• jr')» 

Spezielle Fälle. 

1. Fall. Durch die Annahme m' = l, 7i' = geht IT in die 
aposteriorische Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 6 selbst 
über; diese beträgt also: 



3) 77 = 



711 + 1 



ß 



m + 71 4- 2 
x"'{l — xydx 



u 



Der Formel 3) kann man nachstehende Deutung geben: Hat 
man m + n Versuche gemacht, in denen das Ereignis 7n-mal eintrat, 
so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Ereignis im nächsten 
Versuche wieder eintreten wird, gleich der Wahrscheinlichkeit, mit 
welcher man aus einer Urne, die m-\-l weiße und w -f- 1 schwarze 
Kugeln enthält, eine weiße Kugel zieht. Da 
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P= '" 



m-\-n 

die Wahrscheinlichkeit dafür ist, aus einer Urne mit in weißen und 
n schwarzen Kugeln eine weiße Kugel zu ziehen, so gilt folgende 
Regel für die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit des Eintreffens 
eines Ereignisses im nächsten Versuche, wenn es bereits in früheren 
Versuchen eingetreten ist: 

Ist das Ereignis bei m'\-n Versuchen m-mal eingetreten, so ist 
die Wahrscheinlichkeit für das abermalige Eintreffen im nächsten 
Versuche gleich der Wahrscheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel 
aus einer Urne, die m weiße und n schwarze Kugeln enthält, nach- 
dem man zuvor noch eine weiße - und eine schwarze Kugel in die 
Urne gelegt hat. 

Die durch 3) ausgedrückte Wahrscheinlichkeit unterscheidet 
sich um so weniger von der Wahrscheinlichkeit nach der wahr- 

scheinlichsten Hypothese, deren Wert —77- ist, je umfangreicher 
die Beobachtung B ist. 

Bildet man die Differenz der beiden Währscheinlichkeitswerte 

, — (Wahrscheinlichkeit von e nach der wahrscheinlichsten Hypo- 
m-\-n ' 

these) und — -j — - - (aposteriorische Wahrscheinlichkeit von e), so 

findet man 

m m -\-l m ni-\-l 2 w — 8 m — n 

m+n 7/i4-n + 2 8 « + 2~ 8 (s -f- 2) ~~«(«+2) 

Der Unterschied nimmt sonach mit der Zahl s der Versuche 
sehr rasch ab, denn 8 kommt im Nenner in der 2. Potenz vor. Der 
Unterschied wird aber auch um so kleiner, je weniger sich die 
Wiederholungszahlen m und n der beiden Elementarereignisse von- 
einander unterscheiden. Ist m = w, so ist der Unterschied der Wahr- 
scheinlichkeitswerte gleich Null. 

Je weiter die Währscheinlichkeitswerte auseinander liegen, um 
so größer ist ihre Differenz, und zwar nach der einen oder der 
anderen Seite, je nachdem w ^ n ist. 

Unter der Voraussetzung, daß m-\-n eine sehr große Zahl ist, 
hat das Resultat 3) auch eine wohlbegründete Bedeutung, wenn die 
Voraussetzung der gleichen apriorischen Wahrscheinlichkeit aller 
Werte von x nicht zutrifft; wegen der außerordentlich raschen Ab- 
nahme der Funktionen unter dem Integralzeichen, sobald man sich 

wi -4- 1 in 

von den einander naheliegenden Stellen r—i-\- ^^^ — i — ihrer 
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Maxima entfernt, wirken nämlich nur enge Intervalle um diese Werte 
auf den Betrag 77 ein, und innerhalb dieser Intervalle wird es zu- 
meist untunlich sein, eine Abstufung im Möglichkeitsgrade der Werte 
von X vorzunehmen. 

2. Fall. Setzt naan in der Formel 2) m = m\ n = n', {m -f- n = 8), 
so kommt man zu der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit 
eines künftigen Erfolges, der mit dem beobachteten, was 
die Wiederholungszahleu des Eintreffens und Ausbleibens 
anbelangt, vollständig übereinstimmt Ist « sehr groß, so ergibt 
sich für diese Wahrscheinlichkeit der Näherungswert 



4) 






n j m 



Setzt man, um dies zu zeigen, in 2) m = m\ n 

so erhält man 

« ! (2m) ! (2n) ! (^ + 1) ! 

\m\n\Y{2H+l)\ 
Mit Benützung der Stirlingschen Formel ergibt sich: 



n = m -\-n = &•, 



(Zs 



8 

(2 m) 
(2w) 

(«+1) 
m 

n 

1) 



m 



--=(2n)2'«e-2"/4Än, 

^ (2 « + 1) (2 8)1 = {2 8 + 1) (2 sY'e-^'^Y^TCS , 



daher ist 



^''e-'YzTCS. 22"* m«"» 2^« n« » e-2(».+») 4 ^j /^^ . (« + 1) ä" e" '^ K2 ;r /r 



/// 



2m ^in ^_2(ni + H) 4 ^2 ,„„ (2^+1) 2»* Ä«« ß-2s Y ^ 7t 8 



oder 



5) 



77-- 



(ä -1)/« 
(U8 + l)Y7tVn ' 

Nun kann man an Stelle von 8 -\- 1 und 2 « + ^ setzen « be- 
ziehungsweise 2 «, wenn man 1 gegen die großen Zahlen 8 und 
2 6* vernachlässigt; dadurch übergeht 5) in 

8 f ; Yi 



77 



2 8Ynmn 2Y 



nmn } ^:tmn 



übereinstimmend mit 4). 
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Bei demselben s ist das durch 4) bestimmte 77 um so größer, 
je mehr die Zahlen m, n voneinander verschieden sind; sein kleinster 

Wert ist —/'=-- • Denn es nimmt das Produkt mn, wobei m -f- ?i = ä 

ist, dann den größtmöglichsten Wert an, wenn die Faktoren gleich 
sind, also für m = n= - 

Hätte man beispielsweise aus einer Urne unbekannten Inhaltes 
in 10 000 Ziehungen 2 000mal eine weiße und SOOOmal eine schwarze 
Kugel hervorgeholt, so wäre gemäß der Formel 4) mit der Wahr- 
scheinlichkeit --^7= 0007 502 4 zu erwarten, daß 10 000 weitere 

80 Ka: 

Ziehungen dasselbe Resultat hervorbringen. 

?// tt 
Zu der Formel 4) ist folgendes zu bemerken. Wären - ? 

die bekannten Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen und Aus- 
bleiben von e, so bestünde nach dem Theorem von Jakob 
Bernoulli die Wahrscheinlichkeit 



\ 



1 

r 



VI n 

23C8 

8 8 



8 

2 n III n 



dafür, daß in 8 = vi'\-n Versuchen m-mal das Ereignis e eintreffen 
und n-mal ausbleiben werde. Diese Wahrscheinlichkeit ist K2-mal 
größer als die in Formel 4) unter anderen Voraussetzungen berechnete 
Wahrscheinlichkeit. Der Grund dieser Abweichung liegt darin, daß 

für den vorliegenden Fall — j- nicht die sicheren, sondern nur 

8 8 

die wahrscheinlichsten Werte der Wahrscheinlichkeiten für das Ein- 
treffen und Ausbleiben von e sind. 

3. Fall. Angenommen, es hätten alle 8 Versuche zu ^-maligem 
Eintreffen des Ereignisses e geführt. Gefragt wird nach der aposte- 
riorischen W^ahrscheinlichkeit, daß bei weiteren «'Versuchen 
ebenfalls nur das Ereignis e, nicht aber das diesem ent- 
gegengesetzte Ereignis/ eintrifft. 

Zur Beantwortung der Frage setze man in 1) m = s, m = s, 
n = n = 0. Dann wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit 






r7_' ^ - . - . - u ^ ^+^ _ 1 






«+ 1 



O 
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s -\- 1 
Die Wahrscheinlichkeit 11=-.,- - ist also dieselbe, als 

wenn man in eine Urne, die s weiße Kugeln enthält, noch ein weiße 
und 8 schwarze Kugeln legt und dann nach der Wahrscheinlichkeit 
fragt, aus der Urne eine weiße Kugel zu ziehen. 

Der Wahrscheinlichkeitswert 77 = — - — , - ist nahezu gleich 

8 

Eins, wenn n' sehr klein im Vergleich zu s ist; anderseits weicht 
77 beträchtlich von der Einheit ab, wenn das Verhältnis größere 
Werte erlangt. 

Beispiel. Eine Urne enthält 8 Kugeln, weiße und 
schwarze; 4 davon sind nach und nach herausgenommen 
worden und es waren 3 weiß, 1 schwarz. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß von 3 weiteren Kugeln, die man 
sukzessive zieht, 1 weiß und 2 schwarz sein werden? 

Fünf Hypothesen sind mit der bekannten Anzahl der Kugeln 
und dem beobachteten Ereignisse vereinbar, nämlich: 

dl : 3 weiße Kugeln, 5 schwarze Kugeln, 

/"T . J A 

L^l O „ „ , 2 . „ V t 

Tj: 7 , „ , 1 n Kugel. 

Die aus ihnen entspringenden Wahrscheinlichkeiten des be- 
obachteten Erfolges sind: 

_3.2.1 5_ 5 _4.3.2 4_16 _^-^:l.i__^ 

^'"^S.T.'e'ö ~" 280' -^^'"8.7.6 '5 "~ 280 ' -^^~8.7~6 "ö "^ 280 ' 

_6.5.4 2_40 7.6.6 1^_35^ 

^'*"' 8 . 7"."6 ' 5 ~ 280 ' ^^""8 7776 ' 5 "~ 280' ' 

jene des künftigen Ereignisses: 

1-3.2 3 „ 2.2.1 1 ^ ^ ^ n 

Folglich reduziert sich die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des 
künftigen Ereignisses auf 

Wenn man in Ermangelung weiteren Wissens die Ursachen als 
a priori gleichwahrscheinlich ansieht, so ist 

p_ 16 _8 P=^, 

2 5_|_i6--3Ö-^40 + 35 63* ^ 63* 
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demnach 

8 3 , 15 1 _12 + 1^_ 27 _ 3 
"~ 63 ' 4 "^ 63 * 2 ~~ 126"~ "" 126 "" 14 * 

Nun nehme man an, dieselben Ziehungen würden aus einer 
Urne mit einer unbegrenzten Menge weißer und schwarzer Kugeln 
unbekannten Mischungsverhältnisses gemacht worden sein, und es 
handelte sich um die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des nämlichen 
künftigen Ereignisses. Die unbekannte Wahrscheinlichkeit x für das 
Ziehen einer weißen Kugel kann dann jeden Wert zwischen und 1 
besitzen und bleibt während der Ziehungen konstant. Man hat nun 
77 nach der Formel 1) zu rechnen und findet 

/ x*{l — x)^dx 4J3 ! 

;7z=^^V — — =3 .J-L = A 

\lJ p '3!l! 14' 

J x^{l—x)dx -y,- 



Das Resultat ist dasselbe wie vorhin und diese Übereinstimmung 
gilt für beliebige Zahlen. 

Bei der Bearbeitung der vorstehenden drei Abschnitte wurden 
in bedeutendem Umfange benützt: das bereits im 1. Bande mehrfach 
angeführte Werk ,,Die Wahrscheinlichkeitsrechnung'' von Czuber, 
Leipzig 1903y sowie dessen im Studienjahre 1907? an der Technischen 
Hochschule in Wien über Wahrscheinlichkeitsrechnung gehaltenen 
Vorträge; außerdem wurden zu Rate gezogen: „Die Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwendungen'', 
zweiter Teil des ersten Bandes, Leipzig 1900 — 1904; „Die Wahrschein- 
lichkeitsrechnung" von G. Hagen (dritte Auflage), Berlin 1882; 
endlich „Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, ihre Anwendung auf das 
Schießen und auf die Theorie des Einschießens" von N. Sabudski, 
aus dem Russischen ins Deutsche übersetzt von Ritter von Eberhard, 
Stuttgart 1906. 



IV. Abschnitt. 



Interpolationsmethoden. 

1. Deflnition einer Interpolationsformel. Verschiedene Arten 
derselben. Hauptsächlichste Anwendungen. 

Es sei u = q){x) eine ihrer Form nach unbekannte Funktion 
von X oder es sei der analytische Ausdruck dieser Funktion als zu 
kompliziert für unbekannt angenommen und man kennt eine gewisse 
Anzahl Werte dieser unbekannten oder bekannten Funktion, nämlich: 

U(^y Ulf U^y , Un, 

welche den gleichfalls bekannten Werten von x 

entsprechen, *so daß ?^) ^= (p (a'o), Ui — (f (a;i), u. s. w. ?/„ = 9 (Xn)] es soll 
für irgend einen anderen, zwischen ;to und .t„ gelegenen Wert von x^ 
z. B. a/y der zugehörige Wert von w, er heiße u', gefunden werden. 

Das Gesagte in die Sprache der Geometrie übertragen, gibt die 
Formulierung: Von einer Kurve ist eine gewisse Anzahl von Punkten 
bekannt; gesucht werden weitere Punkte der Kurve. 

Offenbar kommt es hier darauf an, eine Funktion /(.t) zu finden, 
welche man zur Berechnung statt der unbekannten Funktion (p{x) 
benützen kann. Diese Funktion f{x) muß notwendig die Eigenschaft 

haben, daß sie für x = iCo, «Ti, a;«, , x„ die Werte wq, «i, m^, , u^ 

annimmt. Es ist dies aber zugleich die einzige Bedingung, welche 
zur Auffindung dieser Funktion zu Gebote steht. Hat man eine solche 
Funktion gefunden, so wird die Beziehung u = f{x) das Gesetz der 
Abhängigkeit der unbekannten Funktion g? (x) offenbar umso genauer 
darstellen, je größer die Anzahl der gegebenen zusammengehörigen 
Werte von x und u ist, je näher dieselben aneinanderliegen und je 
regelmäßiger sie aufeinander folgen. 
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Die Größe x-, von welcher die Funktion u abhängt, pflegt man 
bei Interpolationsrechnungen das Argument zu nennen. 

Das für den eben angegebenen Zweck ausgebildete Verfahren, 
vorhandene Zahlenreihen durch Einschalten neuer Werte mittels 
eines raschen Prozesses zu ergänzen, heißt Interpolieren. Dasselbe 
besteht also in der Regel in der Ersetzung der ursprünglichen 
Funktion durch eine bequemer zu berechnende neue Funktion, welche 
aus den bekannten numerischen Werten gebildet wird und welche 
sich diesen möglichst enge anschmiegt. Diese Funktion heißt Inter- 
polationsformel. Es hängt von der Natur der ursprünglichen 
Funktion beziehungsweise von dem Verlaufe der vorliegenden Zahlen- 
reihe ab, welche Form man der Interpolationsformel zu geben hat. 
Man kann eine ganze rationale Funktion nehmen (parabolische Inter- 
polation) oder eine gebrochene rationale Funktion oder eine Expo- 
nentialfunktion oder eine periodische nach den sin und cos der Viel- 
fachen des Argumentes fortschreitende Funktion u. s. w. 

Die Interpolationsformel kann die wahre Funktion innerhalb 
ihres Geltungsbereiches auch betreffs aller damit vorzunehmenden 
Operationen ersetzen. 

Es ist leicht einzusehen, daß in der ^vorstehenden Fassung die 
Aufgabe des Interpolierens eigentlich eine unbestimmte ist, d. h. es 
gibt unendlich viele Funktionen, welche die Eigenschaft haben, für 

x = Xq, Xiy , Xn die Werte u^y u^, , u^ anzunehmen. Durch 

eine einfache geometrische Betrachtung wird dies am anschaulichsten. 

Denkt man sich die gegebenen Werte x als Abszissen, die zu- 
gehörigen Werte u als Ordinaten aufgetragen, so werden durch die 
zusammengehörigen Wertepaare 

offenbar n -r 1 Punkte in der Ebene bestimmt, welche einer Kurve 
angehören, deren unbekannte Gleichung u = (p (x) ist. Verbindet man 
die eingetragenen Punkte durch eine Kurve, so erhält man eine Über- 
sicht über den Zusammenhang der Größen xnndu. Für einen zwischen 
Xq und Xn gelegenen Wert x kann der zugehörige Wert u aus der 
Zeichnung entnommen werden (graphische Interpolation). Durch 
dieselben Punkte lassen sich aber unzählige, bestimmten Gesetzen 
unterworfene Kurven ziehen und jede derselben ist eine Auflösung 
der vorgelegten Aufgabe. Erst durch Hinzufügung anderer Neben- 
bedingungen, z.B. daß die Funktion /(ic) eine rationale ganze Funktion 
vom n-ten Grade sein soll, wird die Aufgabe eine bestimmte. In 
welcher Weise dies geschieht, wird sieh weiterhin zeigen. 

Koz&k, Ausgleichung yon Beobachtungen. IL g 
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Die geometrische Darsteliung gemessener Werte kann auch zur 
Kontrolle beziehungsweise zur Verbesserung von Beobachtungen 
dienen, denn Beobachtungsfehler machen sich in Unregelmäßigkeiten 
geltend. Trotz der Unregehnäßigkeiten kann man aber häufig den 
richtigen Verlauf erkennen und eine ausgleichende Kurve durchziehen 
(graphische Ausgleichung von Beobachtungen). Dieses Ver- 
fahren muß aber vorsichtig gehandhabt werden; es verleitet leicht 
zu Irrtümern, besonders an den Enden der Kurve. 

Beim Gebrauche mathematischer Tabellen, wozu auch die zahl- 
reichen Tabellen der Ballistik gerechnet werden müssen, spielt die 
Interpolation eine bedeutende Rolle; es handelt sich hier um die 
sogenannte Interpolation von Tabellen. 

Bei der Diskussion physikalischer und astronomischer Erschei- 
nungen, deren Gesetz noch unbekannt ist, finden die Interpolations- 
methoden sowohl für die Untersuchung als auch für die Ausgleichung 
der beobachteten Daten eine ganz besondere Anwendung. 

Dient die Interpolationsformel zur Darstellung einer Beob- 
achtungsreihe, so müssen ihre Koeffizienten nach den Prinzipien einer 
Fehlertheorie, also beispielsweise nach der Methode der kleinsten 
Quadrate bestimmt werden. 

Die Interpolationsformeln dürfen in der Regel nicht über die- 
jenigen Grenzen ausgedehnt werden, zwischen welchen die erhaltenen 
Resultate eingeschlossen liegen. 

Aus dem Vorhergehenden geht klar hervor, daß dem Worte 
Interpolation teils im engeren, teils im weiteren Sinne eine Be- 
deutung zukommt. Im engeren Sinne bezeichnet es die ergänzende 
Einschaltung bei Tabellen, im weiteren dagegen die genäherte Dar- 
stellung von Gebilden und Vorgängen durch geeignete Formeln. 

Zusammenfassung. Ist von einer Funktion, die an der in 
Betracht kommenden Stelle als stetig vorausgesetzt wird, der ana- 
lytische Ausdruck entweder unbekannt oder wird derselbe, da er 
zu kompliziert ist, als nicht verwendbar angesehen, so ist es gleich- 
wohl möglich, Näherungswerte derselben für beliebige Werte des 
Argumentes innerhalb gewisser Grenzen durch Interpolieren anzu- 
geben, wenn für bestimmte Werte des Argumentes, sei es durch Be- 
obachtung oder durch direkte Benützung des analytischen Ausdruckes 
die numerischen Beträge der Funktion vorliegen. Das Interpolieren 
kann entweder rechnerisch oder graphisch geschehen. 

Die Fortsetzung von Zahlenreihen beziehungsweise von Kurven 
über die Grenzen der Beobachtung hinaus, das Extrapolieren, ist 
nur von sehr bedingtem Werte (beispielsweise nur in nächster Nähe 
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der G-xenzen) und auch dies nur dann, wenn besondere Anhaltspunkte 
für <ias Verfahren vorliegen. 

Jn der Ballistik findet das Interpolieren eine sehr häufige An- 
wen-d-ung und werden demnach die in diesem Abschnitte besprochenen 
Intexrpolationsmethoden eingehend behandelt 

Da hiezu die Kenntnis der Lehre über Differenz- und 
SurxDixneD reihen unumgänglich erforderlich ist, sei das Wichtigste 
hier\il)er vorangestellt. 

Hieran anschließend wird das Interpolieren der Reihen und 
die Interpolation von Tabellen behandelt. 

Sodann wird das Prinzip der Interpolationsmethode auf 
Grund der Methode der kleinsten Quadrate gegeben werden. 

Die Ableitung der auf diesem Prinzipe beruhenden 
lat expolationsformeln bilden den Schluß dieses Abschnittes. 

Dem Gesagten zufolge zerfällt dieser Abschnitt in vier Teile; 
diese behandeln der Reihe nach: 

A, die Differenz- und Summenreihen; 

B, die Interpolation der Reihen und die Interpolation 
^^^ Tabellen; 

C, das Prinzip der Interpolationsmethode auf Grund 
^^ ^ Methode der kleinsten Quadrate; endlich 

D, die Interpolationsformeln, abgeleitet auf Grund der 
^^^\hode der kleinsten Quadrate. 

A. Differenz- und Summenreihen. 

2. Erklärungen über die Differenzreihen. 

Es seien 

Größen, die nach irgend einem bekannten oder unbekannten Gesetz 
aufeinander folgen. Wird jede Größe von der nächst folgenden sub- 
trahiert, so erhält man eine Reihe von Differenzen 

welche die Differenzreihe, und zwar zum Unterschiede von den 
folgenden Reihen die erste Differenzreihe der Hauptreihe 1) 
heißt Diese Differenzen werden dadurch bezeichnet, daß man dem 
subtrahierten Gliede die Charakteristik z/ vorsetzt. Es ist demnach 

Wj 110 = JUq, U^—U^ = /lUi, Wg 1*2 = Z/ 1*2, , 

Un^\ — Un = ^dUn, 

8» 
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und somit 

2) ^Uq, ^Ui, /lU^y , ^w», 

die erste Differenzreihe. Verfährt man mit dieser in gleicher Weise, 
indem nämlich jedes Glied von dem folgenden subtrahiert wird, so 
ergibt sich die neue Reihe 

welche die erste Differenzreihe der Reihe 2) und zweite Differenz- 
reihe der Hauptreihe 1) sein wird. Gemäß der oben eingeführten 
Bezeichnung ist: ^u^ — /1uq = /j Ju^ zu setzen, wofür kürzer -^^-«0» 
also ^iti — /1uQ = /ä^UQ geschrieben wird. Man hat demnach 

/4u^ — z/ «0 = ^^ ^*o> ^ ^2 — ^ Ml =^ z/2 «1 , , 

z/M,. + 1 — z/M„ = z/2«„, 

Dasselbe Verfahren auf die zweite Differenzreihe 

3) Z/"^«^, z/2Mi, /l^ti^, , Z/2U,., 

angewendet, gibt die dritte Differenzreihe der Hauptreihe 1) 

4) ^^Wo, ^'«1, -^^^2, » z/8t/„, 

hierin ist 

z/3 «0 == z/- t/i — z/2 Mo, ^^3 Mj = z/2 «2 — ^^'^\j » 

Z/3?/„ = z/2t/„ + l — Z/2m„, 

Auf diese Weise kann man fortfahren und im allgemeinen eine 
beliebige Anzahl von Differenzreihen aus der Hauptreihe 1) ableiten. 
Der Gang der Rechnung erhellt am deutlichsten aus folgendem Schema: 



^Qt ^*l, «2, Mg, M4, «5, Mß, 

z/Mo, z/Mi, z/1/2, ^^3f -^«4» ^%» 

Z/2Mo, ^'''U^, z/2M2, z/2w3, zlH^, 

z/3Mo, ^'^Mi, Z/3|^, z/3M3, 

z/*Mo, Z/^M, , ^^^M2, 

U. S. W. 

Irgend ein Glied wird gefunden, wenn man von den zwei darüber- 
stehenden das vorhergehende von dem nachfolgenden abzieht. All- 
gemein ist 

z/^ w„ = z/'-^ M„4.i — z/'-i M„, daraus z/'— ^ m„4.i = z/'— ^ ?/„ + z^'m,,. 

Zwischen den Größen Wo> ^n ^2» ^^s» der Hauptreihe und 

den Gliedern der aufeinander folgenden Differenzreihen bestehen 
gewisse allgemeine Beziehungen, welche von der Beschaffenheit der 
Größen Uq, m^, Mg, M3, ganz unabhängig sind und im nach- 
stehenden abgeleitet werden sollen. 
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3. Jede Reihe ist die summatorische Reihe ihrer Differenzreihe. 

Mit Hilfe der Beziehungen 

/JUq = U^ — Uq, /1^Uq=^ /SUi — j^IUq U.S. w., 

^Ui =U2 — Wi , z/2 w, = z/ U2 — ^ tii u. s. w., 

^«2=T^ -Wj, ,d^U2 = ^tl^ — z/Mg U. S. W., 



findet man 

^3 = ^0 + ^"0 -r^^i -t-^^2i 
ferner 

Z/ «1 = Z/ Mq — z/- Uq, 

z/ Wg = z/ «0 + ^^ ^0 i" ^^ ^1 > 

d. h. man kann, sobald von einer Reihe nur ihr erstes Glied, nebst 
diesem aber sämtliche Glieder ihrer Differenzreihe bekannt sind, die 
ganze Reihe durch sukzessive Additionen wieder herstellen. 

4 Ausdruck für das erste und (Jr+i)-te Glied der n-ten 

Differenzreihe, 

Wenn die Reihe Wq, Mj, Wg, , Vn, u^^i, gegeben ist, 

so sind die Differenzen: 

^^Uq = ^ Ul — ^Uq = U2 — Ui — (Wi — Uq) =U2 — 2 M, + ^Oi 
^3 1^^ = ^2 u^ _. ^^Uq = ^U2-- ^ Ui — z/2 Uq = 

■-= 1*8 — Wg — (?^ — tt,) -- (wg — 2 «1 + w-o) =-- 
= U3 — 3 U2 + 3 Wi — Mo, 
zJ^ Uq = yf^Vi — ^3 y^^—y^^ — 4 Wg 4- 6 '^'2 — 4 Wi -|- ^0 u. S. w. 

In den Koeffizienten der Ausdrücke für die Differenzen ^*Wo» 
^^«0, ^^^0 U.S.W, spricht sich das Gesetz der Binomialkoeffi- 
zienten aus; man schließt daher, daß allgemein 

^- , n(n — 1) , / V 

^'* Uq = u„ — n w„_i -f- - Y -u^_2 — + (— 1)" ^0 = 

1) ^-^ 

= Wn — (J) «n-l -r (2)^H-2 - + (— 1)'^0. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Formel soll durch In- 
duktion geführt werden, indem man zeigt, daß die Formel für den 
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Wert n = p-\-l richtig sein muß, wenn sie für den vorhergehenden 
Wert n=p gilt. 

Es ist ^p+^UQ = ^i'Ui~ ^PtiQ. Die Formel 1) nehme man für 
den Wert n=p als richtig an und beachte ferner, daß /^^Ui aus den 

Größen Ui, u^, ug, , '^p+i auf dieselbe Art gebildet sein muß, 

wie ^puq aus %, t^i, u^, Up] es ist also 

^p ui = Wp+i — (^) Up -r (^) w^,-i — (f )«*/»-2 -:- + (— l)*»!*!, 

^Puo = Up — (^-P) Up^i + (2)^^-^ "" ^ (— l^JP^i + 

+ (-l)P Mo. 

Führt man diese Werte in die Formel z/^+Mio = ^''Wi — ^^«0 
ein und beachtet, daß nach Punkt 1 D) des I. Abschnittes dieses 

Bandes (j?i) + (^)=(f4_J) ist, so resultiert: 

+ + (-l)''+'«o. 

Diese Beziehung ergibt sich aber auch aus 1) für n=j5-pl, 
woraus folgt, daß die Formel 1) für n=^p ^ 1 richtig ist, wenn sie 
es für n=p ist. Für 71 = 2, 3 und 4 bewährt sich das in 1) aus- 
gesprochene Gesetz, es muß also, weil es für w = 4 gilt, auch für 
4 + 1 = 5 gelten, und da dies der Fall ist, wieder für 5 + 1 = 6 u. s. w., 
d. h. die durch Induktion gefundene Formel 1) gilt für jeden 
ganzen positiven Wert von n. 

Wenn man symbolisch u,- durch Versetzt, so erhält die Formel 1) 
die Gestalt 

2) /1*'Uq = {u — \Y. 

Durch die Formel 1) wird das 1. Glied der w-ten Dif- 
ferenzreihe durch die (n + 1) ersten Glieder'der Hauptreihe 
ausgedrückt. Ebenso läßt sich aber ein beliebiges Glied, z. B. das 
(A:+l)-te Glied der n-ten Differenzreihe ausdrücken. Denkt man sich 
nämlich die Hauptreihe mit dem Gliede ?/jt anfangend, so muß offen- 
bar ^'•wa aus Uk, Wit+i, Wi-i-2, , «*r-i-« so gebildet sein wie zi/^Wo 

aus Uq, Wi, W2, , ^«; man hat daher nach 1) 

Nach der Entwicklung des Binoms sind wieder die Exponenten 
in Stellenzeiger zu verwandeln und die Rechnungsregel für Potenzen 
auf die mit Stellenzeigem versehenen Buchstaben zu übertragen. 



— 119 — 

5, Ausdruck für das (n 4- I)-te Glied der Hauptreihe. 

Jedes Glied der Hauptreihe läßt sich durch das erste 
Glied derselben und durch die Anfangsglieder ^Uq, /J'^Uq, 
J^Uq, der aufeinander folgenden Differenzreihen aus- 
drücken. 

Kennt man 

so ergibt sich: 

^3 = ^2 + ^^2 = ^0+ 2JUo-\-zi^UQ-\-JUi -\-^^Ui = 

= 1^ + 2 z^ Wo + /i/* Wo + ^ Wo + ^^ ^0 + ^* ^0 + ^^ ^0 = 

= «0 -f 3 -^t/o + 3 ^* Wo + -^3 Wo, 

Allgemein wird nach diesem für u^, wj und W4 sich aus- 
sprechendem Gesetze für das (n-|-l)-te Glied w„ der Hauptreihe 
stattfinden : 

1) w„ = «o + (i)^wo+(;)^^t'o+(3)^^t^o + + ^'%. 

Die allgemeine Gültigkeit dieser Formel für jeden ganzen positiven 
Wert von n kann wieder durch Induktion nachgewiesen werden. 

Aus Up^i — Up = ^Up folgt Upj^i = Up-\- ^Up\ läßt man nun die 
Formel 1) für den Wert n=p gelten, so ist 

«^i> = ^o-(?)^Wo + (f)z/2wo + (^)^8wo + -f ^i'Wc 

durch Summierung erhält man: 

". + . = Wo+(^+^)^Uo+(^^+^y«Wo-f(^t^)./3Wo-r ^ 

+ -^^ + ^Wo, 

d. i. ein Resultat, welches auch aus 1) unmittelbar dadurch erhalten 
wird, daß man in demselben p-\-'i statt n schreibt. Da also diese aus 
den Werten von n=^2, 3, 4 durch Induktion erschlossene Formel 1), 
wie man jetzt deutlich sieht, auch für 4 -j- 1 = 5, und daher wieder 
für 6 + 1 = 6 U.S.W. gilt, so ist ihre allgemeine Gültigkeit für jeden 
ganzen positiven Wert von w erwiesen. 



^0, 
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Die Gleichung 1) kann man symbolisch durch 

2) u« = (!+/:/)♦*% 

darstellen, wenn man nach der Entwicklung des Binoms die Expo- 
nenten von A als Wiederholungszeiger betrachtet, d. i. (^)' durch 
A^ ersetzt. 

Für das Glied iin-\y welches das n-te Glied der Hauptreihe ist, 
hat man 

Für eine arithmetische Reihe erster Ordnung (die Glieder 
der 1. Differenzreihe sind gleich) ist 

w„_i = «o + (n — l)z/wo; 

für eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung (die Glieder der 
2. Differenzreihe sind gleich) hat man 

W„ _ 1 = Wo + (7i — 1 ) Z/ «0 + -^ y A^Uq. 

6. Ausdruck für das summatorisehe Glied einer arithmetischen 

Reihe Jc-ter Ordnung., 

Bildet man der Reihe nach die Summe von 3, 2, 3, , «, 

Gliedern der Hauptreihe Vq, Ui, u^, , w„, und setzt 

Zu^=Uq, 271*2 = ^0 + ^1, 2:w3=Wo+tti-ftt2, , 

SUn^ Wo + Wl + «^2 + + Wn-1, , 

SO erhält man die neue Reihe 27 w,, 2; 1/2, 27 1/3, — , 2,'«„_i, 27 w„, — , 
welche die Summenreihe, und zwar die erste Summenreihe 
der Hauptreihe heißt. 

Wie man sieht, ist 27itn=27t4n_i-i-WH~i, somit w„_i = 27Mn — 27 Wn-i, 
woraus erhellt, daß die Hauptreihe die erste Differenzreihe der ersten 
Summenreihe ist, vorausgesetzt, daß man letzterer ein Glied gleich 
Null vorausschickt; denn w„_i = 27m,. — 27w„_i geht für 71 =1 über 
in 1/^ = 27^1 — 27^0, woraus wegen I1u^=Uq folgt 27mo = 0. 

In gleicher Weise kanli man aus der ersten Summenreihe durch 
sukzessives Summieren der Glieder eine zweite Summenreihe, aus 
dieser eine dritte u. s.w. ableiten. Man überzeugt sich leicht, daß die 
Hauptreihe die 7'-te Differenzreihe der 7'-ten Summenreihe ist, wenn 
man letztere mit r Gliedern, jedes gleich Null, beginnen läßt. 
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Man hat also das leicht verständliche Schema 

0, 0, 0, U^us, E^u^, 

0, 0, Z^u^, E^u^, E^u,, 

0, ÜUi, Uu^y Eu^, Eu^, 

Wo, Wj, t(a, Wg, 

Z^Wo) ^^1) ^i*2» 

z/2 Wo, ^^^l9 

^'t^o, 

Mit Hilfe der Formel 1) im Punkte 5 dieses Abschnittes kann 
ein beliebiges Glied der ersten Summenreihe der Hauptreihe, d. i. 
die Summe einer beliebigen Anzahl von Gliedern der Hauptreihe 
durch das erste Glied der letzteren und die Anfangsglieder der auf- 
einander folgenden Differenzreihen ausgedrückt werden. Um nämlich 
das n-te Glied Eun der ersten Summenreihe zu finden, betrachte man 
die erste Summenreihe als Hauptreihe, deren erste Differenzreihe 

die Reihe Wo» ^i» ^> ist; zu diesem Zwecke wird der ersten 

Summenreihe ein Glied gleich Null vorgesetzt, wodurch das gesuchte 
Glied Eun eigentlich das (n+l)-te dieser Reihe wird. Wendet man 
auf diese neue Hauptreihe die Formel 1) des Punktes 6 dieses Ab- 
schnittes an, so hat man zu berücksichtigen, daß das erste Glied der 
I neuen Hauptreihe Null ist, somit die genannte Formel auf der rechten 
Seite erst mit dem zweiten Gliede beginnt. Es gilt somit für die 
Summenformel oder für das summatorische Glied der Reihe 
«0, «1, u^i die Gleichung 

;» — 1 
^0 + ^1 +^2 + +Un-i=^yi = EVn = 



Wenn die Hauptreihe icq, Uu u^j eine arithmetische Reihe 

fe-ter Ordnung ist, so sind die Glieder der fc-ten Differenzreihe ein- 
ander gleich und daher verschwinden alle folgenden Differenzreihen. 

Für eine arithmetische Reihe l. Ordnung hat man sonach 

n in — 1) 

Eun = nuo -\ 2 — -^^0 = 

-= {2 Mo -j- (n — 1) z/ Mo} 2" = ("o + «»- i) 2 ' 



I 
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für eine arithmetische Reihe 2. Ordnung ist 

u. s. w. 

Beispiel. Von welcher Ordnung ist die arithmetische 

Reihe 

5, 23, 59, 119, 209, 335, 

Welchen Wert hat das siebente und das n-te Glied? Wie 
groß ist die Summe der ersten n und der ersten 7 Glieder? 
Man hat 

Die Reihe ist von der dritten 
Ordnung; die unterstrichenen 
Glieder können im Schema leicht 
erhalten werden, so daß man als 
siebentes Glied 503 erhält; ferner 
ist t/o=5, JuQ = ldf z^*t/o=18, 



^, 23, 59, 119, 209, 335, 503 

18, 36, 60, 90, 126, 168 

18, 24, 30, 36, 42 

6, 6, 6, 6 



Für das 7i-te Glied hat man 



.. + ("7').8 + ( , 

= »i(n+l)(n + 2)-l; 



n — 1\,„ , /n — 1 



)■»+( 



3 



hieraus ergibt sich wieder für das siebente Glied «6 = 7.8.9 — 1 
Die Summe der ersten n Glieder ist gegeben durch 

2;u. = (J)«„+(;)^». + (»)^»«.+(2)^'«.- 

-(")^+(")'»+(")"+a)«= 

= in(n + l)(n + 2)(n + 3)-w; 
die Summe der ersten sieben Glieder beträgt 



503. 



^ «7 = - . 7 . 8 . 9 . 10 — 7 = 1253. 
4 



7. Allgemeiner Ausdruck für Un-i und 2:0^ bei einer arith- 
metischen Reihe Jr-ter Ordnung. 

Wenn die Hauptreihe Uq, t/i, t^2, eine arithmetische Reihe 

ic-ter Ordnung darstellt, so ist, wie bereits gesagt wurde, ^*Wo ^^^ 
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konstante Glied der Ä:-ten Differenzreihe und ^^+^Wo = ^*^+*«o = 

= = 0. 

Für das ?i-te Glied t/„_i, das allgemeine Glied, der Reihe 
bat man 

+ +("I')^".^ 

das summatorische Glied der gegebenen Reihe ist 

2) 2u. = (^)v, + Q)^u,+ (l)^^Uo + (l)j^Uo + + 

+ (it+l)^*"''- 

Sowohl der Ausdruck für Wn-i als auch der für 27 u„ besteht, 
wie man sieht, aus k-\- 1 Gliedern und nimmt zu seiner Bildung 

ük-fl Glieder der Reihe «o> ^i> %» ^^ Anspruch. Von einer 

arithmetischen Reihe 1., 2., 3. u. s. w. Ordnung werden demnach 2, 3, 
4 u. 8. w. Anfangsglieder erfordert, um die Ausdrücke des allgemeinen 
and summatorischen Gliedes bilden zu können. 

Entwickelt man in den beiden Formeln 1) und 2) die Binomial- 
koeffizienten und ordnet nach Potenzen von «, so folgt 

3) Un-i = ccq -]- cci n -\- ccsn^ -\- + «a- n\ 

4) 2Ju^= i^i n + /3, w2 + ^ß^n'^'^ßu+i n^+ \ 

worin «o, «i, «2, » «*; ßij ß2, — 1 ßh, ßk-{-i bloß von den Größen 

«0, ^Uq, ^^Uq, , ^^Vq abhängen. Hieraus folgt, daß jede ganze 

rationale Funktion von n von der Form «o + ai^ + aa^^H h«*^^ 

als das allgemeine Glied und jede ganze rationale Funktion von der 

Form ft n -f- ^52 n2 -j- -^ ß^_^^ri^+i als das summatorische Glied 

einer arithmetischen Reihe A-ter Ordnung betrachtet werden kann. 
Man erkennt, daß das letzte Glied ajcnJ" in 3) nur aus dem letzten 
Glied in 1) hervorgehen kann, da nur dieses Glied k Faktoren ent- 
hält, deren jeder in Bezug auf n vom ersten Grad ist. Es muß also 

cck n* = j^ ^^ Wo 
sein, woraus 

5) /1^ UQ = k\ au 

folgt. Diese Formel gibt die konstante Differenz (mitunter auoh 
Schlußdifferenz genannt) einer arithmetischen Reihe, deren all- 
gemeines Glied als Funktion von n in der Form 3) gegeben ist. 
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Hat man beispielsweise w„_i = 8 — lln + 4 n*, so ist ^*«o = 2 ! 4 = 8 
und in der Tat liefert der Ausdruck für Wn-i, wenn man in dem- 
selben der Reihe nach 1, 2, 3, statt n setzt, die arithmetische 

Reihe zweiter Ordnung 1, 2, 11, 28, 53, 86, , deren zweite Dif- 
ferenzreihe konstant und gleich 8 ist. 

Die konstante Differenz ^^Vq ist, wie nachgewiesen wurde, nur 
abhängig vom Koeffizienten der höchsten Potenz, welche in dem 
allgemeinen Glied Wn-i enthalten ist. Alle arithmetische Reihen der- 
selben Ordnung, für welche dieser Koeffizient derselbe ist, haben 
deshalb auch die gleiche Schlußdifferenz. 

Die Ä-ten Potenzen der natürlichen Zahlen bilden eine arith- 
metische Reihe fe-ter Ordnung mit der Schlußdifferenz ä:!; also die 
Quadratzahlen eine arithmetische Reihe der zweiten Ordnung mit 
der Schlußdifferenz 2! u. s. w. 

1. Beispiel. Das allgemeine Glied der arithmetischen 
Reihe 1, 3, 11, 31, 69, 131, 223, .... zu bestimmen. 

Man hat 



1, 3, 11, 31, 69, 131, 223, 
2, 8, 20, 38, 62, 92, .... 

6, 12, 18, 24, 30, 

ö, 6, 6, 6, 



Die Reihe ist von der 
dritten Ordnung, daher 
hat das allgemeine Glied 
die Form : u„ _ i = «^ -f 

+ «l W + «2 «* "T ^8 W^- 

Zur Bestimmung desselben sind k-^-l = i Glieder erforderlich; 
der Einfachheit halber werden hiezu die ersten vier Glieder 1, 3, 11 
und 31 gewählt. 

Um die Koeffizienten «o, «i, «a, «s zu finden, hat man in 3), 
nämlich im Ausdrucke für «„-i, sukzessive einzusetzen n= 1, 2, 3, 4, 
wodurch Un-i die Werte 1, 3, 11, 31 annehmen muß. Zur Bestimmung 
dieser vier Koeffizienten «o,aii«8,«3 hat man also die Gleichungen: 



cfo -f 2 «1 -'•- 4 «2 -J- 8 «3 ^ 
«0 + 3 «1 + 9 «2 + 27 «3 = 

«0 + 4 a, 4- 16 «2 — 6^ «3 = 



hieraus folgt «o= — 1> «i = 4, cc2— — 3, as= 1. Das allgemeine Glied 
der gegebenen arithmetischen Reihe lautet daher: 



1 




'^Oy 


3 




"l, 


11 


— 


Wj, 


31 




Uz', 



ti„_i = n^ — 3n2 -!- 4 w — 1. 
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Zu demselben Ausdrucke für m„_i gelangt man mit Hilfe der 
Formel 1); hienach ist 

,^_^=l + («Yl)2+(»7l)6-f("7')6=«3_3„2+4«-l. 

2. Beispiel. Für die Quadrate der natürlichen Zahlen 
hat man 

0, 1, 4, 9, 16, — j daher ist Uq = 0, ^Uq=^1, J^Uq = 2 und 

^' ^' ^' '^' [ >.,, _fri\ , fn\^_ n(n — l)(2n— 1) 

2, 2, 2, j ^^--Uj + UJ^- 6 

Für die Kuben der natürlichen Zahlen ist 

0, 1, 8, 27, 64, 125, . . | daher Wo = 0, Juq = 1, z/2 u^ = 6, 
1, 7, 19, 37, 61, y J^Uo = Q und 

6, 12, 18, 24, I /''^^ I /^^^ß I /^^^ß n^n — i)^ 

6, 6, 6, ) ^^'•=U-rU;^+U^= — 4 — 

8. Bestimmung der Summe 2 3c"= 1"+ 2™+ S'"-! h -ö", 

wobei m eine positive* ganze Zahl ist. 

Obschon man jede vorkommende Reihe dieser Art nach Punkt 7 
dieses Abschnittes summieren kann, so soll doch die Summenformel 
für diese arithmetische Reihe, welche zufolge desselben Punktes von 
der w-ten Ordnung ist, entwickelt werden. 

Man setze 



n 



j^x"'= V" -f 2»' + 3"» + + 71'" = 

Aus dieser Gleichung erhält man auch, wenn n-\- 1 statt n 
geschrieben wird: 

^.-c»» = 1»" -|- 2»* + 3"» + + 71»" + (n + 1)"' = 

= /?.. + i(7i+l)-+i+^^(n + l)-+/3,,._i(7i+l)--i-i-...+/3i(7i + 

von dieser Gleichung die vorige abgezogen, gibt: 

+ /3„._i {{n + 1)— i - 72—1} + + ß, {(n + 1) - n}, 

oder wenn man entwickelt, dann beide Seiten der Gleichung nach n 
ordnet, so folgt: 
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n>. + ( 1 ) n— 1+ ('^') n— 2_L_ Q^) n— » + + 1 = 

Da nun die Koeffizienten /3m + i, /3»i? , ßi von n unabhängig 

sind, so hat man nach dem Satze der unbestimmten Koeffizienten 
(durch Oleichsetzung der Koeffizienten der die nämliche Potenz von 
n enthaltenen Glieder) 

ßm+i {m + 1) = 1, also /3;„ + 1 = —— - ; 

W-j- 1 

Cm -\- 1) m , _ 
/3m +1 ^ r ßm ^n = m ; 

aus der letzten Beziehung folgt, wenn der für ß,n-\-i bereits gefundene 
Wert substituiert wird, ß^=.-- 

(m + l)m(m— 1) , m\m — \) , .x_ w(?u— 1 ) 

daraus /3„»-i==--- 

Ebenso ist, wenn man gleich substituiert: 

m {w — 1) (m — 2) m (m — 1) (m — 2) 



/3n,_s(m — 2) = 



2.3 2.3.4 

^M {m — 1 ) (m — 2) m {m — 1) (m — 2) ^ 



3.4 24 

und daraus ß,n-2 = 0. 

Setzt man die obige Entwicklung weiter fort, so findet man 
auf dieselbe Weise 

w(m — l)(m — 2) _ 

ß.n-'3- -120:2.-3-"' /^--4-0, 

m (w/ — 1) (m - 2) (m — 3) (m — 4) 
''" ^ 252.2.3.4.5 

Die letzte aus der Vergleichung der Koeffizienten von n ent- 
springende Gleichung 
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ßm-\-l + ßm + ßm-1 + T" ft = ^ 

kann zur Verifikation der gefundenen Werte von ßm^iy ßm, — , ßi 
dienen. 

Diese für die Koeffizienten gefundenen Werte in die Gleichung 1} 
eingesetzt geben endlieh 

fim + l 



2) 



V m + 1^2 ~6 2 VI/ 30 4\3/ ^ 

, 1 1 /m\ . 11 /m\ - . 



5 1 /m 
66'lÖ\9 



)n"*-^ — 



dabei darf für spezielle Werte von m die Reihe nur so weit fort- 
gesetzt werden, daß n nur Exponenten gleich oder größer als 1 erhält. 

Die in dieser Entwicklung vorkommenden Zahlen — > —-> -—y 
1 p; ° 6 30 42 

u. s. w. heißen Bernoullische Zahlen, weil sie von Jakob 



30 66 

Bernoulli zuerst angegeben worden sind. Bezeichnet man dieselben 

der Reihe nach mit B^, Bg, B^, Bt, B^ u. s. w., so hat man 
ßl» Ir Iß ^R ^ R ^91 R '^ 

i>i = — » -Do = > X>c = » -D? = 9 XJq == 1 -Dl i = -J XJ i q = — U. S. W. 

^ 6 ® 30 ^ 42 ^ 30 ^ 66 ^* 2730 *^ 6 



Hienach kann 2) auch wie folgt geschrieben werden 

""2 ' '\iy 2 

5 



3) 






»M — 1 



3/ 4 



6 






Setzt man beispielsweise in der gefundenen Formel 2) sukzessive 
m= 1, 2, 3, 4, so ergeben sich die summatorischen Glieder der ersten 
vier aufeinander folgenden Potenzreihen, deren allgemeine Glieder 
n, n*, n^, n* sind. Man findet 

y w2 n ^ w^(n-pl) y: ._n^ , n^ , n _ n(n 4-1) (2n+l) 
Y 2 "^2 "2 ' V 3 ' 2"^6"~ 6 

if» = = — -5^ i- , V cc* = 



Gesetz, welchem die Bernoullischen Zahlen unterworfen 
sind. Um das Gesetz zu finden^ welchem die Bernoullischen Zahlen 
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unterworfen sind, kann man von der Formel 3) ausgehen. Setzt man 

n 

in dieser n = 1, so wird ^x"*=^l und es folgt 

1 
/m\ nn\ /m\ /m\ 

hienach ist das Bildungsgesetz für die Bernoullischen Zahlen 
hinreichend klar. 

Wird hierin m nacheinander gleich 2, 4, 6, 8, gesetzt, so 

kann man aus der letzten Gleichung die Werte der Bernoullischen 

7 Sßl7 

Zahlen sukzessiv bestimmen. Es ist z.B. 5i3 = -» 5^5 = -——» 
43867 „ 174611 ^ ^^" 

^^^ = ^r98-' ^^« = -33^- ^•'■^- 

Die Bernoullischen Zahlen sind von großer Bedeutung für 
die höhere Algebra. 

B. Interpolation der Reihen und Interpolation der Tabellen. 

9. Interpolation (Einschalten) der arithmetischen Reihen. 

Eine arithmetische Reihe interpolieren heißt zwischen je zwei 
Glieder derselben eine gegebene Anzahl von Gliedern dergestalt ein- 
schalten, daß die dadurch entstehende neue Reihe mit der ursprüng- 
lichen Reihe von einerlei Ordnung ist. 

Bevor zur Lösung dieses Problems geschritten wird, sei bemerkt, 
daß die aufeinander folgenden, zwischen Un und t/n+i einzuschaltenden 
m — 1 Glieder die Bezeichnung 



w„^A, Un^l, w« + -i , w«+ 



m — l 
m ' m tn m 



erhalten müssen, wenn von einer beliebigen Stelle angefangen, die 

Glieder der gegebenen Reihe durch w„, Ww + i, ^„+2, , Un-^rj 

bezeichnet werden. Das nächstfolgende Glied, welches von u« an 
gezählt das zweite Glied der Hauptreihe ist, erhält dann in der Tat 
die Bezeichnung w„^_'l* =w„j_i, wie es sein soll. 

tu 

Man hat nach Punkt 5 dieses Abschnittes 

Wn + S = «« + 1+ ^ W„4.i = U„ -f ^ Un -[- J It,,^ ^f^Un = W« + 2 ^ W»+ ^^n, 
Un + Z = W„ + 2 + ^ ^« + 2 = ^n — 2 ^ t/,. -^ zJ- W« + -^ ^« + 1 "T '^^ ''« + 1 = 
^-U„ -^- 2 ^M„ + Z/2 Un -f z/ Wn + ^^ U^ + ^'^ U^ -\- ^3 tt„ = 

= w„ -|- 3 // w„ -p 3 -r/2 Un -f -d^ Wn u. s. w. ; allgemein 
1) !/,. + ,„ = «,. + {^D J «„ 4- (' J) A^ u„ ^ Q) ^3 ,,,, _:_ + ^«. u,^ 
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Diese Formel hat für jede arithmetische Reihe eine endliehe 
Gliederzahl, weil z. B. fiir eine solche Reihe Ä;-ter Ordnung die Fak- 
toren z/*+^Mn, ^''■*"*Wn U.S.W, gleich Null sind. Die genannte Formel 
gilt nicht bloß für ganze positive, sondern auch für ge- 
brochene Werte von m. 

Die Gültigkeit der Formel 1) für ganze positive Werte von in 
folgt aus der Entwicklung des Punktes 5 dieses Abschnittes; die Gül- 
tigkeit für gebrochene Werte von in kann für arithmetische Reihen 
auf folgende Art erwiesen werden. 

Es sei tt„, Wn-fm, w„4-8„, U.S.W, die ursprüngliche Reihe, die, 
um einen konkreten Fall zu betrachten, von zweiter Ordnung sein 
soll. u„, Un^u *'•»+«> » Wn + m-i» «n-fm U.S.W, scl dic durch Ein- 
schaltung von in — 1 Gliedern zwischen je zwei Glieder der ge- 
gebenen Reihe entstehende interpolierte Reihe. Wird zur Bezeich- 
nung der Differenzen der ursprünglichen Reihe das Zeichen ^ und 
zur Bezeichnung der Differenzen der interpolierten Reihe das Zeichen 
z/o angewendet, so ist nach Punkt 2 und 4 dieses Abschnittes 

für die interpolierte Reihe, welche nun auch von der zweiten 
Ordnung sein muß, folgt nach der Formel 1), weil m eine ganze 

Zahl ist, ttn+m = w„+wiz/o**nH v~o ^ ^*« ^^^ daraus mit Be- 

rücksichtigung der Formel 2): 

3) Wh+«, — Un = ^Un = m^oUn-i ^ ^l Un. 

Es ist ferner 

«*»»+2m= Un+2m^QUn + /U (2 Wi — 1) ^g M„, 

— ^^n-^-ttt = — 2tt„ — ZmJuQUn — m(m — 1)z^m» und 
Un= Unj daher folgt durch Addition 

M»+«m — 2 ttn-f m + «n = ^* «n = W*« z/J tt„, daTaUS ^g tt« = — ^ ^^ «^n- 

Dieser Wert für ^u^, in 3) substituiert, gibt, wenn man z/qW« daraus 

bestimmt, 

1 ^ m — 1 ^_ 

m 2 m^ 

Wird endlich dieser Wert für ^^Un in die Gleichung Un + i=Un-[ ^oUn 
eingeführt, so erhält man 

in 2 m^ 

Kozäk, AntgleichuDg ^00 Beobachtungen- II. o 
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genau dasselbe Resultat, welches unmittelbar aus der Formel 1) folgt, 

wenn man in dieser — statt m setzt. Es muß aber auch in der Tat, 

m 

wenn in der gegebenen Reihe Un das erste, Un^m das zweite Glied 
u. s. w. bildet, das Glied w„-li mit w„j_A bezeichnet werden, weil es 

das (1 -\ )-te Glied dieser Reihe ist. 

771 

Auf dieselbe Art kann man den Beweis für jedes andere ein- 
geschaltete Glied und für jede Ordnung der Reihe führen. 

Ist irgend eine arithmetische Reihe Ä-ter Ordnung Uq, Uj, «,, 

Ws 1 , deren Indizes um je 1 fortschreiten, gegeben, so ist deren 

allgemeines Glied 

t*x = Wo + a; . ^ Mo 4 — '^ ^ ^ ^ Mo + — ^^ — ^Tzl ^^0-1 h 



4) 






wobei der Ausdruck auf der rechten Seite bis zu der konstanten 
Differenz z/*Vo fortgesetzt werden muß; er besteht alsdann aus 
Ä -f- 1 Gliedern. Soll die Reihe so interpoliert werden, daß die In- 
dizes der neu entstehenden Reihe um je — fortschreiten, d.h. sollen 

* m 

zwischen den Gliedern der gegebenen Reihe m — 1 weitere Glieder 
eingeschaltet werden, so hat man dem Vorstehenden zufolge an Stelle 

von X nacheinander die Werte 0, — 9 — > — » > > 1, 

1 ^ + 1 ^12 m m m m 

1 H = > > zu setzen. 

m m m 

Für die sukzessiven Glieder der gesuchten Reihe ergeben sich 
dann die folgenden allgemeinen Ausdrücke: 

«^0 = ^0, 

, 1 ^ (wi— 1) ,« , (m — l)(2m— 1) ^^ 



m 



^ °'m ^ m.2m *^' w.2m.8w ^' 



m 



, 3 , 3(wt — 3) ,. , 3(wi— 3)(2wj.— 3) ,, 

w m./tm m./cin.o7)t 



m 



Hieraus folgen weiter für die sukzessiven Glieder der ersten 
Differenzreihe, indem man für diese zur Unterscheidung wieder z/o 
statt jd setzt, die folgenden Ausdrücke: 

1 ^ m— 1 ^^ , 2 m- — 3w + l ^- 

m ^ 2m^ ^m^ 
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1 , w— 3 ^^ , 2m2--9m + 7 .« 

.^ 1 m — 6 ^, , 2m2— 15m + 19 ., 



Hieraus erhält man für die Glieder der zweiten Differenzreihe: 

^QUi=—-/i^UQ -—z/3 Wo + 

" — w* " w« 



Hieraus die Glieder der dritten Differenzreihe: 

^''^ = ^.^'''^~ 

So wird fortgesetzt, bis man zu der konstanten Differenz /l^u 
gelangt. 

Von diesen so gebildeten Ausdrücken sind für den praktischen 
Gebrauch nur diejenigen der Anfangsglieder sämtlicher Reihen, näm- 
lich «0, -^o«o> ^0*^01 ^^0 u. s.w. erforderlich. Denn substituiert man 
in denselben die gegebenen numerischen Werte, so hat man damit 
die vollständigen Daten, um daraus durch bloße Additionen die ge- 
suchte Reihe, welche das Resultat der Interpolation ist, herzuleiten 
(siehe Punkt 3 dieses Abschnittes). 

Soll beispielsweise eine arithmetische Reihe, deren dritte Dif- 
ferenzreihe konstant ist, durch die Zahl 10 interpoliert werden, so 
folgt aus den gegebenen Ausdrücken, indem wi=lO gesetzt wird: 

^Q Uq = O'l z^ Wo — 0*045 z/2 Wo + 00285 z/3 Wo, 
/iluQ= 0-01 ^« Wo — 0-009 z/» Wo, 
^ Wo = 0-001 z/3 Wo. 

Beispiel. Um zwischen je zwei Gliedern der Reihe 1, 16, 49, 
100, zwei neue Glieder so einzuschalten, daß dadurch die Ord- 
nung der Reihe nicht geändert wird, hat man m = 3 zu setzen. Das 
Schema der gegebenen Reihe lautet: 

1, 16, 49, 100, 

15, 33, 51, 

18, 18, 

Es ist also für das Einschalten zwischen dem ersten und zweiten Gliede 

9* 
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folglich nach der Formel 4) 

Wi=l + il5~J-.18 = l+ 5-2 = 4, 

W3=l + |.15— ^.18 = 1 + 10 — 2 = 9. 

9 

Für die beiden nächsten Glieder wird 

Uo = 16, «1 = 49, ^«0 = 33, z^2«o=18; 
mithin ist 

1 1 

tij=16 +--.33 18 = 16+11—2 = 25, 

U2=16 + -.33 — i.l8 = 16 + 22 — 2 = 36; 

dieser Rechnungsvorgang gestaltet sich in der Regel einfacher, als 
mit dem ersten Werte von Uq die Glieder th + — und % + - zu suchen. 

3 S 

Für die beiden folgenden Glieder würde man «0 = 49 und 
i/j = 100 setzen und wieder «i und «2 bestimmen u. s.w. 

Die interpolierte Reihe lautet demnach: 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 

und ist wieder eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung. 
Zusammenfassung. Die Formel 

Vn + r=^Un + (Q ^ «n + (g) z/« M„ + Q) ^« «h + + ^'' «n 

ist bei arithmetischen Reihen nicht bloß für ganze positive, sondern 
auch für gebrochene Werte von r in den Binomialkoeffizienten gültig. 
Sie bricht, wenn die Reihe von der fc-ten Ordnung ist, mit dem 

,j^^'Un ab. Setzt man also r = — und x<:m, so folgt: 

WH + ^ = w»+f w jz^ M^ + f w j^^Un+l m ]z/»MhH h ( "* )-^*tt» 

oder 

, X , x(m — x) /I^Un , x(m — x) (2m — x) jd^u» 



w " «i^ 2 ! ' m» 3 ! 

^x {m —x){2m — x) {(Ä — 1) m — a:} ^* Un 

~^~^^ m^- kr 

Substituiert man hierin für x sukzessive die Werte 1, 2, 3, , m — 1, 

so ergeben sich die zwischen u^ und «n + i interpolierten m — 1 Glieder. 



j 
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Aus der Formel 5) erkennt man gleichzeitig (siehe Punkt 7 
dieses Abschnittes), daß die interpolierte Reihe von derselben Ord- 
nung sein muß wie die ursprüngliche Reihe. 

Ist z.B. die arithmetische Reihe zweiter Ordnung 4, 7, 12, 

gegeben und sollen zwischen je zwei Gliedern dieser Reihe zwei neue 
Glieder eingeschaltet werden, so ergibt sich aus dem allgemeinen 
Gliede der ursprünglichen Reihe 

das allgemeine Glied für die interpolierte Reihe mit 

^ , X ^ x(3 — x) 2 . 1 ,„ 

«,+1 = 4 +-.3 ^— ^-^ = 4-^2: — -a;(3 — o;). 

Setzt man hierin x = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 u. s. w., so resultiert die Reihe 

4, 4^, 5|, 7, 8|, 10|, 12 U.S.W. 

10. Verallgemeinerung der für arithmetische Reihen 

erhaltenen Interpolationsformel. 

Wie bereits gesagt wurde, liegt der Interpolation von Reihen 
im allgemeinen, also nicht der Interpolation der arithmetischen 
Reihen allein, der Gedanke zu Grunde, daß man in Ermangelung 
des analytischen Ausdruckes einer Funktion, welcher die Natur der- 
selben vollständig bestimmen und die Mittel bieten würde, entweder 
genau oder so nahe als man will jeden Wert zu berechnen, der einem 
gegebenen Werte der unabhängigen Veränderlichen — des Argumentes 
— entspricht, dennoch mit einem für die Anwendungen ausreichenden 
Grade von Genauigkeit alle Werte der in Rede stehenden Funktion 
anzugeben imstande ist, 'sobald man eine begrenzte Anzahl von 
Werten dieser Funktion kennt. Es verhält sich hier ebenso, wie bei 
graphischen Konstruktionen, wo man die Gestalt einer Kurve als 
bestimmt ansieht, sobald eine gewisse Anzahl von Punkten festgelegt 
worden ist, welche dieser Kurve angehören. 

Denkt man sich in der Formel 1) des Punktes 5 dieses Ab- 
schnittes X statt n gesetzt, so folgt 

i\ . 1^1 ic(a?— 1) ._ , x{x—l){x—2) 

1) u^ = Uq + x.^Uo+ '^ ^ ' ^^^0+ ^ 2 3 ^^^"oH h 

Diese Formel bildet die Grundlage für die folgenden Erwägungen. 
Man nimmt willkürlich an, daß von der gegebenen Reihe die Diffe- 
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renzen einer gewissen Ordnung innerhalb der gegebenen Gruppe von 
Gliedern konstant seien und betrachtet den daraus hervorgehenden 
Ausdruck von u^ als gültig auch für gebrochene Werte des Index x. 
Dagegen wird von dem allgemeinen Gliede der Reihe selbst, welcher 
Natur dasselbe auch sein mag, für diesen Zweck kein Gebrauch 
gemacht. 

Die Berechnung aller Tabellen, z. B. der logarithmischen Tabellen 
beschränkt sich darauf, daß man mit Hilfe ihres allgemeinen Gliedes 
zuerst eine mäßige, in größeren Intervallen auseinander liegende 
Anzahl von Gliedern berechnet; die zwischenliegenden Glieder werden 
sodann ohne weiteren Gebrauch des allgemeinen Gliedes durch Inter- 
polation gefunden. 

Ein Kriterium für die Anwendbarkeit der Interpolationsformel 1) 
liegt darin, daß die rechte Seite dieser Formel eine konvergente 
Reihe bildet, was immer dann der Fall ist, wenn die Differenzen 
höherer Ordnungen gegen Null abnehmen. Man kann dann diese 
Reihe mit einem dem vorgeschriebenen Grade von Genauigkeit ent- 
sprechenden Gliede abbrechen. Wo diese Bedingung nicht erfüllt 
wird, ist die Interpolation in dieser Form nicht zulässig. 

Man kann zwei Hauptaufgaben der Interpolation unterscheiden, 
je nachdem es sich darum handelt, nur ein einzelnes Zwischenglied 
herzustellen, oder aber alle Intervalle der Hauptreihe in kleineren 
und unter sich wieder gleichen Intervallen durch Zwischenglieder 
auszufüllen. 

Beim Gebrauche von mathematischen Tabellen aller Art, bei 
welchen das Argument immer nach einer arithmetischen 
Reihe der ersten Ordnung fortläuft, findet die Interpolation 
in zweifacher Weise Anwendung: 

1. Fall. Für einen gegebenen, jedoch nicht in der Ta- 
belle enthaltenen Argumentenwert den zugehörigen Funk- 
tionswert zu bestimmen. 

2. Fall. Dieser bildet die umgekehrte Aufgabe des 1. Falles 
und wird mitunter als inverses Interpolieren bezeichnet. Hier 
handelt es sich darum, zu einem gegebenen, nicht in der Ta- 
belle eingetragenen Funktionswerte den zugehörigen Wert 
des Argumentes zu suchen. 

Beide Fälle sollen nachstehend näher erläutert werden. 

1. Fall. Für einen gegebenen, jedoch nicht in der 
Tabelle eingetragenen Argumentenwert den zugehörigen 
Funktionswert zu bestimmen. Oder mit anderen Worten: In 
einer gegebenen Gruppe von Gliedern einer Reihe ein 
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Zwischenglied für einen gegebenen gebrochenen Index 
einzuschalten. 

Die gegebene Gruppe von Gliedern sei t^, u^, v^^ ug, 

Bildet man deren sukzessive Differenzreihen, so hat man den Aus- 
druck für u^f Formel 1), bis zu der konstanten Differenz fort- 
zusetzen. In diesem Ausdrucke ist für x der gegebene gebrochene 
Index einzusetzen. 

1. Beispiel. Das gewöhnliche Interpolieren der logarithmischen 
und anderen Tabellen mittels der sogenannten Proportionalteile 
beruht auf der Voraussetzung, daß die ersten Differenzen kon- 
stant sind und hat also nach der Formel zu geschehen 

2) Ux = Uq-\-X.^Uq, 

Bei solchen Tabellen läßt man demnach das Argument nach so 
kleinen Intervallen fortschreiten, daß innerhalb einer gewissen Aus- 
dehnung die ersten Differenzen konstant und somit jene der höheren 
Ordnung = werden. 

Es sei z. B. zu finden log 19b2-36, während gegeben ist: 

Vq = loa 1952 = 3-29048 ^ 

^ u — 22 

Ui = log 1963 = 3-29070 

Hier ist zu setzen x = 0'36 und man erhält 

log 1952-36 = 3-29048 + 0-36 X 22 
= 3-29048 

-4- 7 92 



= 3-29056 
% 1952-36 = 3-29056. 

2. Beispiel. Wenn nicht mehr die ersten, sondern erst die 
zweiten Differenzen als konstant angesehen werden dürfen, so 
hat man zu setzen 

3) U:c = U^ + X.^Uq-^ -^ ^^Uq. 

Es sei z. B. zu finden Zo^r 20-75, während gegeben ist: 

tu = log 20= 1-30103 

z/iio = 2119 ,, 
Ui = log 21 = V32222 ^ ^ ^^„^ ^^Uq = —99, 
^ ^ ^Wi = 2020 " 

w, = Zogf 22 = 1-34242 
Man hat zu setzen x=0-75 und erhält 
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log 20-76 = 1-30103 + 075 X 2119 

= 1-30103 
+ 1589 25 

+ 9 28 



0-75X0-25 



99 



= 1-31702 
% 20-76 = 1-31702. 

Die Differenzen sind in diesen Beispielen wegen der kürzeren 
Schreibweise überall in Einheiten der fünften Dezimalstelle angesetzt 
worden. 

2. Fall. Zu einem gegebenen, nicht in der Tabelle ein- 
getragenen Funktionswert den zugehörigen Wert des Argu- 
mentes zu suchen. Oder mit anderen Worten: In einer ge- 
gebenen Gruppe von Gliedern einer Reihe für ein gegebenes 
einzuschaltendes Zwischenglied den Index zu finden. 

Diese Aufgabe ist, wie bereits gesagt wurde, die Umkehrung 
der vorigen, d. h. Uj. ist gegeben und x wird gesucht. 

Wenn schon die ersten Differenzen konstant, also die 
zweiten samt den folgenden Differenzen unmerklich sind, so hat man 
aus der Gleichung 2) unmittelbar 



4) 



u. 



u, 



x = 







z/u 







Sind aber auch noch die höheren Differenzen zu berücksichtigen, 
so würde die Bestimmung von x aus 1) die Auflösung einer höheren 
Gleichung erfordern, welcher Übelstand, wenn die Differenzen rasch 
genug abnehmen, durch das folgende Näherungsverfahren umgangen 
werden kann. 

Wenn die zweiten Differenzen konstant sind, so bringe 
man die Gleichung 3) in die Form 



5) 



u. 



V 



x = 







^U( 



X— 1 



^^Uq 



nehme den aus der Gleichung 4) erhaltenen Wert von er, welchen man 
als den ersten Näherungswert ansieht, und substituiere denselben 
auf der rechten Seite der Gleichung 5), um den genaueren Wert von 
x zu erhalten. Dieser zweite Näherungswert kann eventuell nochmals 
substituiert werden, um ein noch genaueres Resultat zu erhalten. 
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Ebenso verfahre man, wenn die Glieder irgend einer späteren 
Differenzreihe konstant sind, indem man allgemein hat 

Ux — Wo 

x = 



^ «0 + —^ ^^^0 + j^ ^^Uo + 

Wenn also beispielsweise erst die dritten Differenzen kon- 
stant sind, so hat man zunächst den ersten Näherungswert aus 4), 
mit diesem den zweiten Näherungswert aus 5) und endlich mit letz- 
terem den dritten Näherungswert aus 



6) X 



Wx — Wo 



. ^ 1 .a . (^ 1) (iC 2) ^„ 



zu suchen. 

1. Beispiel. In dem 1. Beispiele des 1. Falles sei gegeben 

w^== 3*29056. 
Man hat Ur — Uq = 8, also aus 4) 

X = -^ — - = — - = 0-3 6 ; 

z/Wo 22 

es ist demnach 3*29056 = Zö^y 1952-36 , wie früher. 

2. Beispiel. In dem zweiten Beispiele des 1. Falles sei gegeben 

r«^= 1-31702. 

Man hat w, — ito = l599, also aus 4) den ersten Näherungswert 

Ux — Wa 1599 ^ ^ 

X = — ^- ^ = -— — = 0-7546. 

^Uq 2119 

Substituiert man diesen Wert auf der rechten Seite der Gleichung 5), 
so folgt der genauere Wert 

1599 

X = = 0*7504: 

2119 — 0-1227X99 ' 

es ist demnach 1*31702 = Zo^ 2075 , wie früher. 

11. Interpolationsformel von Lagrange. 

Es soll nun der Fall betrachtet werden, in welchem die ge- 
gebenen Werte des Argumentes x^, x^, X2, , cc«, w + 1 an 

der Zahl, nicht in gleichen Intervallen aufeinander folgen, d. h. 
nicht eine arithmetische Reihe der ersten Ordnung bilden. Die den 
genannten Argumentenwerten entsprechenden Funktionswerte seien 
wieder Uq, Ui, i/^, , w„. 
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Man setze 

worin die Koeffizienten Oq, ai, a,, , a„, n -f- 1 an der Zahl, so 

zu bestimmen sind, daß für x=^x^^ x^, x^, , x^, die Funktion u 

der Reihe nach die Werte Wq, Wi, «2> > ^n annimmt. Zur Be- 
stimmung der n + 1 Koeffizienten dienen folgende n -[- 1 Gleichungen 
ersten Grades: 

«*0 = «0 + «1 i*^0 + Ötg «2 4- + «» a??, 

«*i = «0 + «1 ^1 + öTa af + + anX*l, 

^2 = ^0 + «1 ^2 + «2 a^i + + «». ^'J» 

t*n= «0 + «1 ^n+ o« aj2 + -f a^a-J; 

dieselben reichen zur Bestimmung der n + 1 Koeffizienten hin. 

Ohne jedoch diese Bestimmung wirklich auszuführen, erkennt 
man aus der linearen Form dieser Gleichungen, daß jeder Koeffizient, 
z. B. aQ die Form 

haben wird, worin Pq, pi, p^, , p^ Funktionen von Xqj x^y 

a?s , , Xn sind. Denkt man sich sodann die für die Koeffizienten 

Oo, Ol, Og, , a„ gefundenen Werte in 1) substituiert und nach i/o, 

Wi , üg , , Un geordnet, so nimmt die Gleichung 1) die Form an 

2) W=XoMo+XiWi +X2W2 + + XnUny 

wobei die Koeffizienten Xq, Xi, Xj, , X« ganze rationale Funk- 
tionen des w-ten Grades von x sein werden. Der Bedingung der 
Aufgabe gemäß muß die rechte Seite der Gleichung 2) sich auf v^ 
reduzieren, wenn x = Xq gesetzt wird. Dies erfordert, daß 

für x = Xq: Xq = 1 und Xi = Xj = = X» = werde ; 

aus gleichem Grunde muß 

für X = cTi : Xi = 1 und X^ = X2 ^= = X„ = werden u. s. w. 

Für x^xjc müssen die Bedingungen stattfinden: 

Man kann auch sagen: Der Koeffizient Xk ist durch die beiden Be- 
dingungen bestimmt, daß derselbe gleich 1 werde für x = xjcy für 
alle übrigen Werte von x aber sich auf reduziere. 

Da bekanntlich X^. eine Funktion n-ten Grades von x sein muß, so; 
wird der letzteren dieser beiden Bedingungen genügt, indem man setzt 
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3) Xb = m (x — Xq) (x — Xi) {x — Xk^i) (x — x^^i) (x — x»), 

wobei m eine Konstante bedeutet. Da jedoch Xk = 1 werden muß 
für x = xjcf so folgt aus 3) 

1 = 711 (Xk — Xo) {Xk—Xi) (Xk — Xk^l) (Xk — Xk + i) (Xk Xn)f 

wodurch m bestimmt erscheint. Führt man den hieraus folgenden 
Wert für m in 3) ein oder dividiert 3) durch diese Gleichung, so 
resultiert 

Y ^ (^ —^o)i^ ^l) (^ Xk^l){x Xk+i) {X —Xn) 

^ ~ (Xk Xq) {Xk— Xy) {Xk— Xk-i) (Xk— «i+l) (Xk— Xn) 

Setzt man in diese Formel statt k der Reihe nach 0, 1, 2, , w, 

so ergeben sich die Koeffizienten X Führt man ihre Werte in 2) 
ein, so resultiert: 



4) 



{X 
u = v 



- Xi ) {X — X2) {X —Xs ) JX — Xn) , 

(Xq Xi) (Xq X2) \Xq JC3) \Xq Xn) 

(X —Xo)(x —X2){X —Xs) {X —Xn) 

^ (Xi — Xq) (Xi — a^) {Xi —Xs) (Xi — Xn) 



{X — Xq) (x Xi){x —X2) {X — Xn-i) 

_|_ u^ _ -^ __ . _ , 



\Xn Xq) (Xn Xi) (Xn X2) (Xn Xn— l) 

welches die von Lagrange gegebene Interpolationsformel ist. 
Werden in den Zählern dieser Brüche die angezeigten Multiplikationen 
verrichtet und die rechte Seite überhaupt nach den Potenzen von x 
geordnet, so erhält die Gleichung 4) die Form der Gleichung 1). 

Es existiert keine zweite Funktion n-ten Grades, 
welche die eingangs erwähnten Eigenschaften besitzt. Denn 
wäre beispielsweise 

u = bQ-\- bixA- b2X^ -\- -]- bnX*^ 

eine solche zweite Funktion, so müßte die Differenz 

«0 — ^0 + («1 — bi) X + (a2 —bi) x^ + + (a„ — bn) x*" 

für die n+1 Werte Xq, cci, X2, , Xn verschwinden, was jedoch 

unmöglich ist, da eine Gleichung n-ten Grades nicht mehr als 
n Wurzeln besitzen kann. 

Die Interpolationsformel von Lagrange mit den recht- 
winkeligen Koordinaten a:, u führt geometrisch gedeutet auf eine so- 
genannte Parabel w-ter Ordnung. Von dieser Parabel sind n-\-l 
Punkte dadurch gegeben, daß man zu den irgendwie vorgeschriebenen 
Abszissen a^o, a?i, , a?« die Ordinaten t/o, Wi, , «» kennt. 



1 
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Die Interpolationsformel von Lagrange wurde zuerst von 
Waring abgeleitet, wird jedoch von altersher nach Lagrange 
benannt. 

Beispiel. Gegeben sind die Koordinaten von drei Punkten 
P^(a?o = a, 2/0 = 0), Pi(xi = 0, yi = b), P^{xt = — a, 2/^ = 0). Durch 
Anwendung der Interpolationsformel von Lagrange findet man: 

(x — a) (x-r- a) , a^ — x^ , 

y = ' = — 6. 

^ — a,a a^ 

Diese Gleichung stellt eine Parabel dar, welche die drei Punkte 
Pq, Pi, P, enthält und die y- Achse zur Achse hat. 

Ein hieher gehöriges Beispiel ist auch das folgende: Durch 
Versuche wurde gefunden, daß bei konstantem Elevationswinkel den 
Pulverladungen Pq, pi, jOj, ])^ beziehungsweise die Schußweiten Xq, 
Xi,x^,x^ entsprechen; man soll bestimmen, welche Schußweiten den 
Pulver ladungen p\ p\ p" zukommen. 

Man erhält die Interpolationsformel 

^^ (P —Pi) (P —P^) (P —P^^ :^ , iP —Po) iP —P%) iP —P^) ^ _j. 
(Po—Pi){Po—P2){Po—Pi) ^' (Pi—Po){pi—Pi){Pi'-P3) ^ 

I iP —Po) {P —Pi) {P —Ps) ^ . iP —Po) (P —Pi) iP —Pi) ^ . 
(P2—P0) (Pi — Pi ) ilh — Ps) ^ (2>s —Pii) {Pz — Pi) (Pb —P2) ^' 

die Anwendung derselben für die Beantwortung der Frage ist selbst- 
verständlich. 

Es lassen sich nach dem Muster der Interpolationsformel von 
Lagrange noch neue Interpolationsformeln bilden. Denn die Be- 
dingungen, welchen die Größen Xq, X^, A'2, , Xn unterworfen 

sind, können auf unzählige Arten erreicht werden. Man kann z. B. 
setzen: 

y (X — Xoy"<>{X —Xiy"i...{x — Xk^i)"'k-i{x — Xfg^i)'**k+i...{x .T»)"'« 

worin die rechte Seite zur Einheit wird, wenn x = Xk ist, hingegen 
den Wert Null für die anderen Werte von x annimmt. Nach dieser 

Vorschrift bildet man leicht die Werte von Xq, X,, , X„ wobei 

die Exponenten 7«o, wii, , ?w« beliebige reelle Zahlen vorstellen. 

Man kann auch andere Funktionen wählen und z. B. für Xk den 
Bruch setzen, dessen Zähler 

8in 9o {x — a^o) + sin cpi (x — Xi) -^ -|- sin cpi-i (x — x^^i) -f 

+ »in 9Ä-4-1 (x — Xk^i) + {-sintpnix — Xn) 
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und dessen Nenner 

frin 9?o {^k — «o) + *^'^ 9^1 i^k — i^i) + + shi (pk-i (xj, — x^^i) 

+ nn 9jt+i (xk — Xk^i) + + «»'» ^n {^k — Xn) 

lautet. Dieser Xk darstellende Bruch wird wieder zur Einheit, wenn 
x = Xk ist, versehwindet hingegen für die anderen Werte von x] die 

Koeffizienten (poj (pi, , 9?a._i, (pk-Jciy , ^'n in diesem Bruche können 

abermals ganz beliebige Zahlen sein. Man sieht hieraus wieder, daß 
das Problem der Interpolation ein unbestimmtes ist, wenn nicht be- 
sondere Umstände vorli-egen, welche die Natur der Interpolations- 
formel näher fixieren. 

12. Interpolationsformel von Newton. 

Weiß man, daß den Werten .Tq, x^, x^ u. s. w. für x, welche 
gleich weit oder ungleich weit voneinander abstehen können (äqui- 
distant oder nicht äquidistant, äquidifferent oder nicht äquidifferent),. 
die Werte t/o, Wj, u^ u. s.w. einer Funktion u von x entsprechen, so 
bedient man sich der Formel 

1) u = aA^bx-\-cx^-{-dx^-{- , 

welche durch die Substitution der besonderen Werte Xq^Xi^x^^vl. s.w. 
folgende Relationen liefert: 

Uq = a -\- b Xq-{- ca?^^ d xl+ , 

Ux=a-\-bxi'\- cxi-\- dx\-j- , 

ttg = a -|- 6 iC2 + c a| -|- d a^ -j- u. s. w. 

Die Anzahl dieser Gleichungen muß derjenigen der unbestimmten 
Koeffizienten a, fc, c, d u. s. w. gleich sein. Die Ausdrücke für diese 
Koeffizienten lassen sich nun folgendermaßen herleiten. Man ziehe 
nach und nach die erste Gleichung von der zweiten, diese von der 
dritten u. s. w. ab und dividiere die Differenzen beziehungsweise durch 
a-i— a?o, X2 — Xi u. s.w.; man erhält dadurch: 

^^~!!^ = 6 + c (o^i + Xo) + d (a^ + a;, .To + ii?) -f , 

•*^l Xq 

-^ = 6 + c (iCj + x,) + d (xl + xg .ri + af) -f , 

•Cj -— JL\ 

Wo — w« 

— = b-{-e(x^-\-x^)-\'d (xl + ^'8 ^2 + ^1) + u. s. w. 

X3 Xj 

Setzt man der Kürze halber: 
~~, = <^l — r = ^ i » ~: = ^2 u. s. w., 

X[ "— Xq it*2 Xl X^ 3*2 
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SO hat man die Gleichungen: 

Uo = b + c (a?, -f iTo) + d {xi + XiXo + xll'{- , 

l\ = 6 -I- c (xa + a:i) + d (a1 + .r« .Ti + a-f) + , 

f 2 = ^ + c (xs + 0:2) + d (a:| 4" ^8 ^« + ^) + ^ 8. w. 

Zieht man wieder die erste dieser Gleichungen von der zweiten, 
diese von der dritten u. s. w. ab und setzt: 

Ui — Uq jj , c/g — U\ jT ' 

— C Q I — C I u. s. w., 

X2 — Xq fl?3 X\^ 

SO findet man 

JJ^' = c-\-d{x^-\-x^-\- Xi) + u. s. w. 

Hieraus folgt: 

L\' — tV= d (a?8 — Xq)-\- u. s. w., 



wobei 



" = C\) , -^ ^ = f 1 u. S. W. 



3) 



X^ ~~~" Xq X^ iCj 

gesetzt wird, um die folgenden Differenzen zu bilden u. s. w. 

Nimmt man, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, 
bloß vier Glieder auf der rechten Seite von 1) an, d. h. wird 

2) u = a-{'hx-{-cx'^-\-dx^ 

gesetzt, so folgt aus den vorigen Ausdrücken: 

{ d = To", 
c = ( L Q (Xq + ^1 -p ^2)^ 
6 = f — rV (^0 + ^i) + 1 0" (a'o ^1 T ^0 •'^2 -T- x^ x^), 

a = Uq C'q Xq -\- L'q Xq a?i Cq Xq Xi it*2. 

Substituiert man diese Werte in den Ausdruck für u [Formel 2)], 
so resultiert die Beziehung: 

w = «0 + Uq (x — Xq) + Uq {x^ — {xq + Xi) X + a^o ^1} -f 

+ Uq"{x^ — {xq + a?i + a;^) a'2 + (xq x^ + Xq x^ + a^i a:2 ) a; — Xq x^ x^ \ 

Da sich aber die Koeffizienten von Uq und Uq in binomische 
Faktoren zerlegen lassen, so nimmt die erhaltene Beziehung auch 
die Form an: 

4) i4=w^-[-ro(a^--ao)4-tV(a:— a?o)(a;— a;,)+ro'X-c— a;o)(a;— a;i)(a;---a;2). 

Dehnt man dieses Verfahren durch Analogie weiter aus, so 
folgt bei einer beliebigen Anzahl von Werten a'o, a^i, a;2 u. s.w. für 
X nachstehende allgemeine Gleichung: 



j 
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u = Uo + üo(x — Xo) + Uo {x — o^o) {x — Xi) + 
5) { -^^'o'i^ — ^o)(^ — ^i){^ — Xi) + 

+ Uo" {X — Xq) (x—Xi){x — X2) {x — Xu) 4 



welche die Newtonsche Interpolationsformel heißt. Die Koef- 
fizienten Uo, Uq, CV U.S.W, sind durch folgende Beziehungen bestimmt: 



«1 — Wo 



«1 



Xq 



= u, 



0> 






Xq 



= Uo, 



X3 



— Xfi 



— U" 



U2' 


Vij 


^2 


Xi 


u,- 


-u, 


^i- 


Xi 


cv 


-Ui' 



=u„ 



=t/l', 



Ui 



U, 



it*8 — 

u,- 



r 

8 



= ?72, 



«4 ^8 



Xä 



Xß 



= £3 U. S.W., 



U 



X\ Ä?2 



= U^ u. s. w., 



x^ — Xi 



= Ui" u. s. w., 



TT" 



x^ — x^ 



= Uq'* u. s. w. 



Die in der Gleichung 5) vorkommenden Koeffizienten Co» ^o, 

Uo\ lassen sich unter einer bemerkenswerten Form darstellen, 

welche hier angegeben werden soll. Man hat: 



f7n = 



TT' 



Ui 



% 







W1 



a?o "^1 — •^o 



Xi Xq 

l\ - Uq 
X2 — Xo 



+ 



u 







X, 







X. 



^ 1 / U2 . ^1 Ul Uq \ 

X2 ~~~ Xo ^ X2 Xi X\ — X^ Xi »Cq Xq ^~~ X^ ^ 



oder wenn man die beiden mittleren Glieder auf der rechten Seite 
auf gleichen Nenner bringt: 



t-'n 



U< 



TX + ,- 



W, 



+ 



Uo 



(«2 — Xo)\X% — Xx) \Xi — ^o)(^i — »^2) y?^^ — •^'i/v'^o — •^a) 
Auf ähnliche Art würde man finden: 



R."= 



u. 



+ 



XI 



2 



(a^s — ^q) {x^ — Xi ) (a?3 — X2) {X2 — X0) {X2 — x^ ) {xz — x^) 



4- 



+ !!i I "12 ., , 

(Xi Xq) (Xi X2) (Xi a^s) (Xq — Xi) (Xq — X2) {Xo — x^) 

was hinreicht, um das Gesetz, nach welchem diese Koeffizienten ge- 
bildet sind, zur Geltung zu bringen. 

Werden in der Formel 5) für x nach und nach die Werte Xq, 
^1, X2, xj, u. s.w. eingeführt, so resultieren folgende Gleichungen: 

Uq = Uq, 

«1 = Wo + Uo {Xi — Xq), 



1 
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Wg = Wo + ^ {^2 ~ «o) + f V (a^2 — «o) (a^J — ^l)f 

«^= «^0+ f^o fe — ajo) + Vq (o^^ — Xq) (a-g — xO +' 

+ t^^o"(^3 — a^o) (^s — ^'i) (a^3 — a?t) u. s. w., 

mittels deren jeder von den Koeffizienten Uq^ fVi f'V u. s. w. durch 
diejenigen, welche ihm voranstehen, bestimmt wird. 

Spezieller Fall: Interpolation durch äquidistante 

Intervalle. 

Der Ausdruck , Interpolation durch äquidistante Inter- 
valle'' bedeutet, daß die Differenzen je zweier aufeinanderfolgender 
Werte von a:, d. h. die Differenzen x^ — a^o, x^ — x^^ x^ — x^ u. s. w. 
gleich sind. 

Sind die Werte Xq, o^i, x^ u. s.w. äquidistant (mit anderen Worten, 
bilden sie eine arithmetische Reihe erster Ordnung) und setzt man. 
Xi — Xq = Xj — Xi = = Xfi — ic« — 1 = fi, so ist ! 

^0= T ' ^l = T » '8= L U.S.W. 



r.Vn-1) = ——"^^ j- U. S. W. 

^ 1.2.3 7t . A" 



Setzt man nÄ=z, ferner x=XQ-{'nh=XQ-{-e, wodurch x — Xo=Zf 
X — Xi = z — h, X — X2 = z — 2 Ä, X — Xs = z — 3 A u. s. w. o; — a:„_i = 
= z — (n — 1)A wird, so folgt, wenn diese und die vorigen Werte 
in die Gleichung 5) substituiert werden, die Formel: 

Iz I 2J(z — Ä) ^„ z{z—h){z — 2h) 
+ ^^J!-JH^-_i^)-:--(l7<"-il*)^«.. 
' ^ 1.2.3 n . A" 

welche auch in folgender Form geschrieben werden kann: 

, z , z(h — z)^^VQ , z(A — z)(2A — z) ^8,^0 

^' ^ ^z(Ä — z)(2A — 2)....{(n — 1)Ä — «} J'Ui, 
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übereinstimmend mit der Formel 5) des Punktes 9 dieses Ab- 
schnittes. 

Setzt man ti=/(.T), so wird Wo=/{^o)> ^i =/(3^i)=/(^o + *)> 

ttj =/(x2) =/(^o + 2 A), , Un=^f{xQ'^nh); es stellen alsdann 

die rechten Seiten in 6) und 7) die Ausdrücke /(xo + z)=/(a;) dar. 
Die genannten rechten Seiten sind ganze rationale Funktionen n-ten 
Grades von x, wie man sich leicht überzeugt, wenn man statt z 
seinen Wert x — Xq einführt und nehmen der Reihe nach die Werte 

«Ol ^> ^2> , ^n an, wenn man darin Xq, Xi, x^ , x^ an die 

Stelle von x setzt. Man erhält nämlich 

für x = Xo, wegen 25 = 0, f{xo) = Uoj 
y, x = Xi, ^ z = h^ /(a;i)=Wo + ^tto = Wi, 
^ x = x^, ^ z=2A, /(X2) = t/o 4-2-^^0 + ^*Wo = **2 U.S.W. 

Diese Funktion /(«) kann demnach in Ermangelung von (p{x) als 
ein angenäherter Ausdruck des Gesetzes der Abhängigkeit der Größe 
u von X betrachtet und zur Interpolation benützt werden. Setzt man 
nämlich statt x irgend einen zwischen Xf^ und Xn fallenden Wert x\ 
so wird derselbe einen Wert u' liefern, welcher dem wahren Werte 
(p{x) so nahe kommen wird, als es die gegebenen Daten überhaupt 
erlauben. Dabei ist h das Intervall, nach welchem das Argument 
fortschreitet und z = x — Xq zu setzen, worin Xq jenen Wert des 
Argumentes bedeutet, welcher dem Werte Uq entspricht, von welchem 
die Formeln 6) und 7) ausgehen. 

Die Reihen rechts vom Gleichheitszeichen in 6) und 7) besitzen 
eine endliche Gliederzahl, wenn die Größen %» ^i» ^2> • • •> ^»» ein© arith- 
metische Reihe bilden; sie sind in diesem Falle nichts anderes als der 
Ausdruck des allgemeinen, dem Stellenzeiger Xo-{-z entsprechenden 
Gliedes der Reihe t^, w^, wg^ .. ., t^^, und geben dann den genauen Wert 
der Funktion auch für solche Werte des Argumentes, welche außerhalb 
des Intervalles {xq, Xn) liegen. Ist aber die Reihe der u keine arith- 
metische, und dies ist der allgemeinere Fall, so ist die Reihe auf der 
rechten Seite von 6) oder 7) unendlich und zur Berechnung von u 
nur geeignet, wenn sie konvergiert, was immer dann der Fall ist, sobald 
die aufeinander folgenden Differenzen zJuq, ^^Uq, ^^Uq^ — immer 
kleiner werden, so daß man die folgenden Glieder mit Rücksicht 
auf den verlangten Grad der Genauigkeit vernachlässigen kann. In 
beiden Fällen ist aber die Berechnung des Wertes von u, welcher 
dem Werte Xq-^z zukommt, nach der Formel 6) oder 7) weit be- 
quemer und sicherer als nach der Formel 5) dieses Punktes. Man 
sieht, wie wichtig es bei Versuchen und Beobachtungen ist, diese, wenn 

Kosftk, AaBgleichung Ton Beobachtungen. II. XQ 
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es nur irgend möglich ist, nach äquidistanten Werten des Argumentes 
anzuordnen. 

Ist die Reihe der u eine arithmetische Reihe /c-ter Ordnung, so 
folgt aus 6): 

I, z ^Uq ^^z(z — h) J^u ^z{z — h){z — 2h) jd^u 
"="»+T~Ä~+ 1.2 "Ä*""" m Ä»"^ 
Z(Z — Ä)(Z — 2Ä) {z — (&— 1)A}^*M 

1 . 2 . O A* li 

Ist das Intervall A = 1 , so kann man unbeschadet der All- 
gemeinheit 0^) = 0, folglich «1 = 1, a^g = 2 u. s. w. annehmen. Die 
Gleichung 8) liefert sodann dasjenige Glied, dessen Stellenzeiger z 
ist; es ist daher übereinstimmend mit Gleichung 4) des Punktes 9 
dieses Abschnittes 



9) 



_f. I z(z-l)(z-2) (z-fe+l) ^^^^^ 

1.2.3 ti . 



Man kann auch in den Gleichungen 6) und 7) A:=l setzen, ferner 
Xo = 0, a:i = l, aj2=^2 u. s. w. annehmen. 

C. Prinzip der Interpolationsmethode auf Qrund der Methode der 

kleinsten Quadrate. 

13, Aufgabe der Interpolation im weiteren Sinne. 

— ' • r 

Bei der ' Herleitung der Interpolationsformeln auf Grund der 
Methode der kleinsten Quadrate handelt es sich, geometrisch gedeutet, 
darum, die vorliegende Kurve u=^(p{x) durch eine andere mit der 
Gleichung u=f{x) zu ersetzen, die folg€ftiden Bedingungen genügt: 
erstens muß der Ausdruck von fix) für die numerische Rechnung 
genügend bequem ausfallen; zweitens muß durchwegs ein hinreichend 
enger Anschluß zwischen den beiden Kurven bestehen, so daß die 
Differenzen (p{x) — f{x) für das ganze in Betracht kommende Ab- 
szissengebiet als unerheblich anzusehen sind.*") 

Der Anlaß, eine solfehe interpolatorische Darstellung für 
die vorgelegte Kurve zu substituieren, kann durch sehr verschiedene 
umstände gegeben sein. Es kann vorkommen, daß die analytischen 
Beziehungen, aus denen (p(x) entstanden ist, vollkommen offen liegen, 
daß jedoch die Gestalt von (p{x) äußerst verwickelt ausfällt: in diesem 

*) Vgl. aie Punkte 1, 2 und 9 im V. Abschnitte des I. Bandes. 
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Falle dient die Darstellung durch f{x) zur Entlastung des Rechners. 
Anderseits kann es aber auch vorkommen, daß das analytische Bil- 
dungsgesetz von g>(x) nur teilweise oder auch gar nicht bekannt ist: 
dann verfolgt die Aufsuchung von f(x) den Zweck, an die Stelle der 
numerischen Tabelle, in der die Koordinatenpaare x, u für die ge- 
gebenen Kurvenpunkte zusammengestellt sind, einen analytischen 
Ausdruck zu setzen, der den Inhalt jener Tabelle zu vertreten ge- 
eignet, ist. 

Versucht man die vorstehend beschriebene Aufgabe für einen 
bestimmten Fall zu lösen, so stößt man jedesmal zuerst auf die 
Frage, wie der Ausdruck /(a;) zu wählen sei. Daß man hiebei nach 
Möglichkeit alle Anhaltspunkte benützen wird, die bezüglich der 
darzustellenden Punktion 9) {x) bekannt sind, versteht sich von selbst; 
es ist jedoch klar, daß man f{x) probeweise auf gut Glück anzusetzen 
hat, wenn die analytische Beschaffenheit von (p{x) nur ungenügend 
bekannt ist. Der hiebei mit Vorliebe eingeschlagene Weg besteht 
nun darin, daß man für /(o;) eine Reihe von der Form 

1) f(x) = h^,{x) + hWAx) + 

aufstellt, in der die Funktionen W(x), von der Veränderlichen x 
abgesehen, numerisch vollständig bestimmt sind, wogegen die Koef- 
fizienten k gewisse, vorläufig verfügbare Konstanten bedeuten, die 
so anzusetzen sind, daß ein möglichst enger Anschluß von/(a;) an 
(p{x) entsteht Ein einfaches und häufig vorkommendes Beispiel für 
die Formel 1) bietet der Fall der gewöhnlichen Potenzreihe. 

Der Umstand, daß die sogenannten Parameter der gesuchten 
Darstellung, nämlich die unbekannten k, in 1) linear auftreten, bildet 
bei der Ermittlung der Parameter eine wesentliche Erleichterung; 
dieser Vorteil ist so erheblich, daß man die lineare Form auch da 
herbeizuführen sucht, wo sie aus irgend welchen Gründen Ursprung- 
lieh nicht vorhanden ist. Der Kunstgriff, den man hiebei anwendet, 
ist folgender: Wenn man durch bestimmte Umstände veranlaßt worden 
ist, für f{x) vorerst einen, in den Parametern nichtlinearen Aus- 
druck F{x, kl, fc,, ...) aufzustellen, so denke man sich für die 

ki zunächst genäherte vorläufige Werte Ä/ ermittelt und hierauf 
ki = ki-^^ gesetzt, wo die Verbesserungen |f nunmehr als die 
Unbekannten des Problems auftreten. Sind nun die für 5» zu er- 
wartenden Werte genügend klein, so kann man nach der Taylor- 
schen Reihe unter Beschränkung auf die Glieder erster Ordnung den 
Ausdruck 



^{x)=F{x, V, h'. )+-f;.-Si+^v^»+ 



10* 
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ansetzen, wobei die Koeffizienten F^^r, F', .. ..^ die partiellen Ab- 
leitungen des ersten Gliedes der rechten Seite nach ft/, k^', 

bedeuten. Damit ist offenbar die lineare Form für/(a^) hergestellt. 
Kehrt man wieder zu der Form 1) zurück, so liefert jeder ge- 
gebene Punkt der Kurve u^=^(p{x) eine Gleichung von der Gestalt 



in der bis auf die Parameter k alles numerisch bekannt ist Man 
könnte also, wenn die gewählte Reihenform bezüglich der Glieder- 
anzahl keiner Beschränkung unterworfen ist, im allgemeinen in sämt- 
lichen gegebenen Kurvenpunkten eine vollständige Übereinstimmung 
zwischen <p (x) und f{x) herbeiführen, indem man einfach die Reihe 
mit ebensovielen Gliedern ansetzt, als Kurvenpunkte gegeben sind. 
Ein solches Vorgehen wäre Jedoch im allgemeinen zweckwidrig, und 
zwar aus folgenden Gründen: Zunächst bliebe die Forderung hin- 
reichender Einfachheit unerfüllt, sobald die Menge der gegebenen 
Kurvenpunkte einen irgendwie erheblichen Betrag annimmt; wenn 
fünfzig Punkte gegeben sind, so wurde die dazugehörige, aus fünfzig 
Gliedern der Reihe 1) bestehende Formel der Regel nach als für 
den praktischen Gebrauch ungeeignet angesehen werden. Sodann 
bietet aber auch der für sämtliche gegebenen Punkte erzwun- 
gene genaue Anschluß keinerlei Gewähr dafür, daß auch in den 
Zwischenstellen eine befriedigende Übereinstimmung zwischen (p{x) 
und /(ic) stattfinde. Denn das Verhalten der Differenzen (p{x) — f{x) 
in den Zwischenstellen hängt wesentlich von den Eigenschaften der 
Funktionen cp (x) und f{x) ab, während der genaue Anschluß in den 
gegebenen Kurvenpunkten ohne Rücksicht auf jene Eigenschaften 
einzig und allein dadurch bewirkt worden ist, daß man die Menge 
der verfügbaren Parameter gleich der Menge der gegebenen Punkte 
genommen hat. 

Läßt man mit Rücksicht auf die vorstehenden Bemerkungen 
nunmehr als Regel zu, daß die Anzahl der Parameter kleiner als die 
Anzahl der gegebenen Kurvenpunkte ist, so treten in dem aus 2) her- 
vorgehenden Gleichungssysteme mehr Gleichungen als Unbekannte 
auf. Ist nun n die Anzahl der Gleichungen, p die Anzahl der ver- 
fügbaren Parameter, so kann man zwar immer noch den genauen 
Anschluß zwischen cp (x) und f{x) in p von den gegebenen Punkten 
erzwingen, wird es jedoch im allgemeinen vorziehen, die n Differenzen 
(p{x) — f{x) in ihrer Gesamtheit möglichst herunterzudrücken, 
statt einige von ihnen genau gleich Null zu machen. Damit wird man 
zu einer Aufgabe geführt, die zugleich das Grundproblem der 
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Ausgleiehuiigßrechnuiig bildet, und die nunmehr mit etwas ab- 
geänderten Bezeichnungen folgendermaßen formuliert werden soll: 
Für die p Unbekannten k^^k^^ ,,.^kp sind Gleichungen von der Form 

( h = ^Axi)h + ^2{^i)k^ + + W,{x{)k,, 



3) 



I 



n>p 



angesetzt worden, deren Anzahl n größer als p ist; die beobachteten 
Größen Zi, 22,..., Zusind so beschaffen, daß die angesetzten Gleichungen 
durch kein Wertsystem der Unbekannten gleichzeitig befriedigt 
werden können; infolgedessen führt jedes System der Unbekannten 
auf Widersprüche in der Form 

St = -li + W,ix,)h + y^AXi)k, + ^ip^(x,)k,, 

d, = -k+^i{x,)h + ^,{x^)k, + + äff, (a:,) Äi,, 



4) 



} n>p 



dn=-ln+^i{Xn)k, + W,iXn)k, + 4. i{r, (a;,) A^, 

die nicht gleichzeitig zum Verschwinden gebracht werden können; 
gesucht wird ein System der k oder, wie kurz gesagt werden soll, 
eine Lösung, bei der die Gesamtheit der Widersprüche auf einen 
möglichst niedrigen Betrag herabgedrückt ist. 

Es ist nun zu untersuchen, ob und wie weit sich die gestellte 
Aufgabe in bestimmter und einwandfreier Weise lösen läßt. 

14. Prinzip der Methode der kleinsten Quadrate. 

Bezeichnen L' und L" zwei Lösungen, deren zugehörige Wider- 
sprüche mit (T und d" bezeichnet werden mögen, so wird, falls jedes 
ö' numerisch kleiner als das entsprechende d" ist, die Lösung L' den 
Vorzug verdienen. Denn die Widersprüche sind in diesem Falle nichts 
anderes als die Abweichungen der vorgelegten Funktion (p{x) von 
ihrer interpolatorischen Darstellung /(x), so daß bei der Lösung L' 
der Anschluß durchwegs enger ausfällt als bei L", Sind dagegen die 
d' ihrem numerischen Betrage nach teils kleiner, teils größer als die 
entsprechenden d", so läßt sich vorläufig gar keine Entscheidung 
treffen, ob B oder L" vorzuziehen sei. Vielmehr muß in einem 
solchen Falle irgend eine weitere Bestimmung hinzugefügt werden, 
durch die man die vorhandene Ungewißheit aufheben kann. Unter 
den Vorschlägen, die man in dieser Beziehung gemacht hat, sind 
seither für den praktischen Gebrauch nur zwei in Betracht ge- 
kommen: der eine führt zu der sogenannten Methode der klein- 
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sten Quadrate, der andere zu dem Interpolationsverfahren 
von Cauchy. 

Die Methode der kleinsten Quadrate beruht, wie im I. Bande 
wiederholt gesagt wurde, auf der Festsetzung, daß unter den ver- 
schiedenen Lösungen, die vorläufig als gleich annehmbar erscheinen, 
diejenige als die annehmbarste gelten solle, für welche die Qua- 
dratsumme der Widersprüche kleiner ausfällt als für jede andere 
Lösung. Diese Festsetzung erscheint also in der Gestalt 

[d d] = Minimum. 

Hienach hat man, um die Bedingungen für die gesuchte Lösung 
aufzustellen, von dem Ausdrucke [d d] nach den einzelnen Unbekannten 
die partiellen Ableitungen erster Ordnung zu bilden und gleich Null 
zu setzen, wodurch man zu den Normalgleichungen*) gelangt 

Das Cauchy sehe Verfahren kann in dieser Studie nicht be- 
sprochen werden. 

Auf die Frage, warum gerade das Minimum von [ää] als Be- 
dingung eingeführt wird, ist folgendes zu bemerken: Wenn, wie zu- 
nächst angenommen werden soll, die Größen l in den Widerspruchs- 
gleichungen auf Messungen beruhen, die mit Fehlem zufälliger Art 
behaftet sind, und wenn ferner die Widersprüche zwischen den vor- 
gelegten Gleichungen wesentlich von diesen zufälligen Beobachtungs- 
fehlern herrühren, so ergeben sich aus den Erfahrungen, die über 
das Verhalten solcher Fehler bekannt sind, bestimmte Anhaltspunkte, 
die man selbstverständlich bei der Behandlung des vorliegenden 
Problems zu berücksichtigen hat. Diese Anhaltspunkte gestatten nun, 
den Spielraum, der für die Lösungen des Systems 3) im Punkte 13 
vorerst besteht, derart einzuengen, daß schließlich die Methode der 
kleinsten Quadrate zwar nicht als die einzige logisch zulässige, wohl 
aber als die einzige praktisch brauchbare Lösung übrig bleibt. Es ist 
hier nicht der Ort, den Nachweis für die soeben ausgesprochenen 
Sätze zu erbringen, weil dazu eine Entwicklung der Theorie der Be- 
obachtungsfehler nötig wäre; es genügt, darauf hinzuweisen, daß die 
oben erwähnte zusätzliche Bestimmung, welche ^um Heraussuchen 
der annehmbarsten Lösung zu dienen hat, in diesem Falle auf den 
Erfahrungsunterlagen der Fehlertheorie, beruht 

Anders stellt sieh die Sache, wenn die Entstehung der Wider- 
sprüche mit zufälligen Beobachtungsfehlern nichts zu tun hat, sondern 
einfach davon herrührt, daß die darzustellende Funktion (fix) mit 

*) Den bei der Auflösung der Normalgleichungen einzuhaltenden Vorgang 
enthält der Punkt 8 des V. Absohnittes im I. Bande. 
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der darstellenden Funktion f{x) nicht identisch ist, daß also eine 
Übereinstimmung zwischen beiden nur in einzelnen Punkten, aber 
nicht durchwegs hergestellt werden kann. In solchen Fällen läßt sich 
die Benützung der Methode der kleinsten Quadrate nur durch Zweck- 
mäßigkeitsgründe motivieren. So kann man zunächst darauf hin- 
weisen, daß das Minimum von [d8\ von vornherein alle diejenigen 
Lösungen ausschließt, deren Unbrauchbarkeit dadurch bedingt ist, 
daß man bei ihnen durch Abänderung der Unbekannten sämtliche 
Widersprüche gleichzeitig numerisch verkleinern kann. Wenn da? 
bei der Losung nach der Methode der kleiusten Quadrate möglich 
wäre, so hätte man eben nicht das Minimum von [d S\ vor sich. Weiter 
läßt sich hervorheben, daß das Verfahren zu einer durchaus be- 
stimmten Lösung führt und die Anwendung feststehender Rechnungs- 
vorschriften gestattet, deren Ziffernverbrauch sich erfahrungsgemäß 
in annehmbaren Grenzen hält. Diese Umstände schließen natürlich 
nicht aus, daß auch noch andere Lösungen der Aufgabe als brauch- 
bar zuzulassen sind. 

15. Bestimmung der wahrseheinlichsten Werte 
der Parameter einer durch eine Potenzreihe dargestellten 

empirischen Funktion. 

Die Punkte 16, 16 und 17 dieses Abschnittes sollen das Prinzip 
der Interpolationsmethode auf Grund der Methode der kleinsten 
Quadrate durch einige, dem Gebiete der Ballistik angehörende Bei- 
spiele erläutern. 

Von der in der Schießtheorie stets geltenden Vorausöetzung 
ausgehend^ daß der Funktionsw^rt u sich bei stetiger Änderung des 
Argumentes x auch stetig ändert, kann mau den Zusammenhang 
zwischen x und u empirisch durch die Potenzreihe 

1) u = kQ-\-kiX -\-k^x^ -\-k^x^-{- 

darstellen. In derselben sind auf Grund der beobachteten Werte Wi, 

Wj, .^ — ^ v^ der Funktion w, welche den Werten »i, x^; .-. , Xn 

des Argumentes entsprechen, die wahrscheinlichsten Werte der Para- 
meter Ao, *!, k^ u. s.w. auf Grund der Methode der kleinsten 
Quadrate zu bestimmen. Hiebei gilt die wohl selbstverständliche 
Voraussetzung, daß die Anzahl der gegebenen Wertepaare a?, u größer 
sein nauß als die Anzahl der zu ermittelnden Parameter. 

Von der Potenzreihe wird in der Ballistik häufig auch dann 
Anwendung gemacht, wenn der analytische Zusammenhang zwischen 
X und u bekannt, dieser Zusammenhang jedoch so kompliziert ist. 
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daß er den weiteren Verlauf der analytischen Untersuchungen wesent- 
lich erschwert oder gar unmöglich macht und wenn für das zu be- 
handelnde Problem die Kenntnis des Verlaufes der Funktion nur 
innerhalb verhältnismäßig enger Grenzen des Argumentes von Inter- 
esse ist. 

Liegt ein solcher Fall vor, so kann man sich dadurch helfen, 
daß innerhalb der durch das Problem gesteckten Grenzen des Ai'- 
gumentes für eine Reihe angenommener Argumentenwerte die Funk- 
tionswerte gerechnet und durch eine Potenzreihe analytisch dargestellt 
werden. Ein genaueres Verfahren wird im Punkte 16 dieses Abschnittes 
gezeigt werden. 

Bricht man die Potenzreihe 1) mit dem Gliede k^x^ ab, so 
resultieren zur Ermittlung von io> Ki *2i *^8 folgende vier Normal- 
gleichungen z"^) 

[1] *o + [x] K -i- [x^] h + [x^] h = M, 

[X] k, + [X^] h + M h + M Ä8 = [x It], 

[x^] h + [x^] h + M k, + M k, = [a;2 u], 
[x^] ko + [x'] K + [a;'>J *2 + [x^] h = [x^ u]. 



2) 



Spezieller Fall: Die Argumentenwerte x sind äquidistant. 

Unter dieser Voraussetzung nimmt x der Reihe nach die Werte 
A, 2Ä, 3A, , rh an, womit der Koeffizient [x"'] die Form erhält: 

r 

3) [x""] = Ä»^ (1"» -f 2"' + 3»" + -f 7-^) = A»» ^ n»". 

1 

Wie im Punkte 8 dieses Abschnittes nachgewiesen wurde, ist 

*) s.-=£^+i-+B,(?)^-i».(:)^+ 

+5>(:)^- 

worin ^i, Bs, B^ u. s. w. die Bernoullischen Zahlen bezeichnen. 
Unter Berücksichtigung dieser Summenformel 4) und des Wertes 
3) für [x*^] resultieren für die Koeffizienten von k in 2) folgende 
Spezialausdrücke : 



*) Um z, B. die dritte Normalgleiohung aufzustellen, hat man ( — u^ + it^-|- 

-^i^Xn-\- k^xl -f ^3 xD^ = Minimum; der partielle Differentialquotient nach k^ gleich 
Null gesetzt, gibt (— Wi + *o + *i ^i + *2 a:! -{- h «?) a;J -f (— «, + ätq -f *i aJ« + *««;-[- 
-j- *8 arj) arj + . • • . + (— m„ -f k^ + k^x„ -^k^xl-^- k^ x^) xl == oder 

[x2] ko 4- [x^] k, + [xi] *2 4- [x5] k, = [r2 f/]. 



153 — 



[l]=r, 

v^ 1 

1 ^ 

[a:2]=Ä2$n^2 =:Ä».-r(r+l)(2r+l), 
1 o 

[x^] = Ä 4 g w^ = Ä* . ^ r (r + 1) (2 r + 1 ) (3 r2 + 3 r - 1 ) , 

v^ 1 

[xö]=Ä5 2l^*^ =A5. — r2(r+l)2(2r2 + 2r — l), 
1 12 

[a:«] = Ä« ^n« = ä«. — r (r + 1) (2r-^ 1) (3r*+ er» — 3 r + 1), 



1 24 



A*6 

10 ' 2 



L J ^ VlO '2 '4 

diese werden für fast alle Fälle der Praxis ausreichen. 

Zar Bequemlichkeit bei Lösung von Zahlenaufgaben folgen 
zwei Tabellen. Die erste Tabelle enthält die ersten neun Potenzen 
der ganzen Zahlen von 1 bis einschließlich 9; die zweite Tabelle 
hingegen enthält die Summe der ersten neun Potenzen der ganzen 
Zahlen von 1 bis einschließlich 9 und ist direkt aus der ersten 
Tabelle abgeleitet. 

Tabelle der Werte w*". 



■ 








m 




n 

2 

1 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


1 ' 1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


2 4 


8 


16 


32 


64 


128 


256 


512 


3 9 


27 


81 


243 


729 


2 187 


6 561 


19 683 


4 16 


64 


256 


1024 


4 096 


16 384 


65 536 


262 144 


5 25 


125 


625 


3 125 


15 625 


78 125 


390 625 


1953 125 


6 36 


216 


1296 


7 776 


46 656 


279 936 


1679 616 


10 077 696 


7 49 


343 


2 401 


16 807 


117 649 


823 543 


5 764 801 


40 353 607 


8 64 


512 


4 096 


32 768 


262 144 


2 097 152 16 777 216 


134 217 728 


9 81 


729 


6 561 


59 049 


531441 


4 782 969 


43 046 721 


387 420 489 
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Tabelle der Werte ^n"^. 



i 








m 








r 

1 


2 


3 


1 
. 4 


5 ' 6 

1 


7 


8 


9 


1 , 1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


2 3 


5 


9 


17 


33 


65 


129 


257 


513 


3 1 6 


14 


36 


98 


276 


794 


2 316 


6818 


20196 


4 10 


30 


100 


354 


1300 


4 890 


18 700 


72 354 


282840 


5 15 


55 


225 


979 


4 425 


20 515 


96 825 


462979 


2235465 


6 21 


91 


441 


2 275 


12 201 67 171 


876 761 


2142595 


12 313161 


7 28 


140 


784 


4 676 


29 008|184 820 


1200 304 


7907396 


52666768 


8 36 


204 


1296 


.8 772 


61776 446 964 3297 456 


24684612 


186884496 


9 l'45 


285 


2 025 


15 333 


120 825 978 405 

1 


8080 425 


67731333 574304 985| 



Anmerkung. Sind li, l^, , In die Beobachtungswerte der 

linearen Funktion a X+ 6 Y-\- cZ-\- der m Unbekannten oder 

Elemente X^ Y, Z, , wobei vorausgesetzt wird, daß zu jedem 

Beobachtungswerte ein anderes System der bekannten Koeffizienten 

a, by c, gehört, so hat man nach Punkt 2 des Y. Abschnittes 

im I. Bande zur Bestimmung derjenigen Werte der Unbekannten 
X, y, z u. s. w., für welche die Fehlerquadratsumme [k k] ein Minimum 
wird, das nachstehende System der Normalgleichungen: 

[a a] ic -j- [a 6] 1/ -}- [a c] « + = [a Z], 

. [ab]x+[bb]y + [bc]z + = [6Z], 

[a c] a; + [6 c] ?/ -4- [c c] z + = [^ ^]» 



Eigepschaften der Koeffizienten von x, y, z, sind: 

a) Die von links oben nach rechts unten gehende Diagonal- 
reihe enthält die Koeffizienten mit quadratischen Gliedern. 

bj Geht man von einem Koeffizienten der Diagonalreihe in 
horizontaler Richtung nach rechts und in vertikaler Richtung nach 
abwärts, so sind die Koeffizientenreihen identisch oder mit anderen 
Worten: beiderseits der Diagonalreihe liegen gleiche Koeffizienten. 
Daraus folgt, daß man nur die Koeffizienten auf einer Seite der 
Diagonale zu rechnen braucht. 

cj Die Anzahl zu rechnender Größen, um die Normalgleichungen 
aufstellen zu können, setzt sich zusammen: 

ccj aus m Koeffizienten der Diagonalreihe, 



ßj aus 



m* 



m 



. 2 



Koeffizienten auf einer Seite der Diagonalreih^, 



yj aus m zweiten Seiten der Gleichungen. 
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Hiemit resultiert — w(m+3) als Anzahl zu rechnender Größen, 

während bei mangelnder Symmetrie der Koeffizienten m{m-\-l) Größen 
zu rechnen wären (m^ Koeffizienten und m zweite Seiten der Glei- 
chungen). 

Fiir die Normalgleichungen 2) tritt zu diesen Eigenschaften 
noch eine hinzu: die Koeffizienten von ky in der von links unten 
nach rechts oben gerichteten Diagonalreihe und in den zu ihr 
parallelen Reihen sind unter einander gleich. Hiedurch erfährt die 
Anzahl der für die Aufstellung der Normalgleichungen zu rech- 
nenden Größen bei großer Anzahl zu bestimmender Parameter eine 
weitere wesentliche Verminderung. 

16. Näherungsweise Darstellung in der Ballistik vorkom- 
mender Funktionen einer Veränderlichen. 

Die Ballistik bietet zahlreiche Fälle, wo eine Funktion einer 
Veränderlichen oder eine Funktion mehrerer Veränderlichen nähe- 
rungsweise darzustellen ist. Hier soll nur der einfachste Fall der 
Funktion einer Veränderlichen besprochen werden. 

Die Aufgabe, um deren Lösung es sich handelt, lautet: 

Die Parameter ft^, fci, ftg, k^ u. s. w. der Gleichung 

u = kQ-\-k^x-\-k^x^ -{-k^x^-^- 



sind derart zu bestimmen, daß die durch diese Gleichung 
repräsentierte Parabel eine gegebene Kurve u=f(x) inner- 
halb festgesetzter Grenzen des Argumentes x möglichst 
deckt. 

Wie bereits gesagt wurde, ergibt sich in der Ballistik häufig 
die Notwendigkeit, eine komplizierte Funktion innerhalb gegebener 
Grenzen des Argumentes näherungsweise durch eine (einfacher kon- 
struierte, die weitere JBehandlung des Problems ermöglichende Funk- 
tion zu ersetzen. So wird es beispielsweise oft zweckmäßig sein, 
innerhalb gegebener Argumentengrenzen den Grad einer Gleichung 
herabzudrücken. 

Die Aufgabe der Bestimmung des Näherungsausdruckes der 
Funktion kann nach der Methode der kleinsten Quadrate behandelt 
werden, indem man die Quadratsumme der Abweichungen zwischen 
angenähertem Funktionswert und gegebenem Funktionswert zu einem 
Minimum macht (siehe Punkt 15 des V. Abschnittes im I. Bande). 
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Die Substitution der einfaclien Kurve für die kompliziertere 
Kurve hat in der Weise zu geschehen, daß beide Kurven sich mög- 
lichst decken;, dieser Bedingung entsprechend hat die Bestimmung 
der ersteren Kurve zu geschehen. 

Der hier angestrebte Zweck charakterisiert auch die bekannten 
Interpolationsformeln von Lagrange und Newton, welche in ihrer 
geometrischen Deutung aussagen, daß die durch die Interpolations- 
formel repräsentierte Kurve durch bestimmte Punkte (in endlicher 
Anzahl) einer gegebenen Kurve gehen soll, wonach die in der Inter- 
polationsformel vorkommenden Parameter bestinmit werden können. 

Hier erweitert man die Forderung, indem geradezu verlangt 
wird, daß alle Punkte der gegebenen Kurve u = (p{x) durch die sub- 
stituierte Kurve zur Deckung gebracht werden sollen. 

Denkt man sich aus u = (p{x) für n Abszissenwerte XifX^^ — , 

Xn die Ordinatenwerte u^, U2, , u» gerechnet, so müssen offenbar 

die Parameter k^, &i, ig, Äg, der Gleichung 

1) u = io -f- Ai ic -j- /c, aj* 4" *^ *^ ~h 



so bestimmt werden, daß ein System von n Gleichungen befriedigt 
wird, welches durch Substitution der Wertepaare Xi^ Ui; x^^ Ui\ ...; 
Xnj Un in 1) resultiert. 

Hieffir findet man das System der Normalgleichungen (siehe 
Punkt 15 dieses Abschnittes): 



2) 



[x] fco + [x''] h + [x^] h + [x^] *s + = [xn\ 



Nimmt man anstatt diskreter Beobachtungswerte einander un- 
endlich dicht folgende Werte der gegebenen Funktion im Bereiche 
Xi bis Xn der Variablen, oder, was dasselbe bedeutet, erfolgt die 
Änderung von x sprungweise im Intervall dxy so wird die Sum- 
mierung nach den Regeln der Integralrechnung bewirkt; hiezu hat 
man beide Seiten der Gleichungen 2) mit dem konstant zu den- 
kenden Zuwachs dx des Argumentes x zu multiplizieren. 

Unter Berücksichtigung der Substitutionsgleichungen 

ixf^dx und \p(f* u\dx= 1 xrf{x) d x 

Xt Xi 

übergeht das Gleichungssystem 2) in: 
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3) 



OTj Xx Xi 

X, a?i X, 



y»x„ 
/(ic)dx, 



a?i 






x)(iic, 



^1 






a;)dic, 



Xi 



^i 



Xj 



Beispiel Die Parameter a und 6 der Gleichung 
u=^a-\-hx einer Geraden sind so zu bestimmen, daß die- 
selbe innerhalb des Bereiches von x=l bis x=3 die Kurve 
u = 2-}-3cc2 möglichst deckt. 

Die Gleichungen 3) liefern zur Bestimmung von a und h nach- 
stehende zwei Gleichungen: 



/ 



•3 /»S /»8 

dx-\-h l X dx= I {2-\-Sx^)dx, 

111 

xdx + b I x^dx= 1 x{2-\-3x^)dx, 

111 



welche nach bewirkter Integration folgende Gestalt annehmen: 

2 a + 4 6 = 30, 

= 68; 



^a + yi 



hieraus findet man a = — 99, 6 = 57 und hiemit w = — 99 4-57 ar 
als Gleichung der Geraden. 

17. Analytische Lösung des ballistischen Problems, wenn die 

Reihe der Abgangswinkel gegeben ist. 

Wie in der äußeren Ballistik gezeigt wird, haben sich bei 
Durchführung der ballistischen Rechnungen zwei wesentlich von- 
einander verschiedene Methoden ausgebildet, und zwar: 

a) die Methode, nach welcher die Gleichungen der 
Ballistik auf Basis des Luftwiderstandsgesetzes entwickelt 
werden; 

b) die Methode, welche von der Kenntnis des Luft- 
widerstandsgesetzes, das ist von der Kenntnis der die Be- 
wegung des Geschosses regelnden Kräfte absieht, und an- 
statt des Luftwiderstandsgesetzes eine Reihe durch den Versuch er- 
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mittelter Bestimmungsstüoke, deren Verlauf den Einfluß des Luft- 
widerstandes zum Ausdrucke bringt, als Basis für die ballistischen 
Rechnungen benützt 

Auf Grund der praktisch ermittelten Reihe der Abgangs- 
winkel bei konstanter Anfangsgeschwindigkeit oder der rezi* 
proken Reihe der Anfangsgeschwindigkeiten bei konstantem 
Abgangswinkel werden die Bewegungselemente anderer Art be- 
rechnet und schließlich auch die Größe des Luftwiderstandes bestimmt 

Nachstehend wird die analytische Lösung des ballistischen 
Problems gezeigt, wenn an Stelle des Luftwiderstandsgesetzes die 
Reihe der Abgangs winkel gegeben ist, welche ' — bei konstanter 
Anfangsgeschwindigkeit — den verschiedenen horizontalen Schuß- 
weiten entsprechen. Hiebei wird angedeutet, wie die in den Glei- 
chungen vorkommenden Parameter nach der Methode der kleinsten 
Quadrate bestimmt werden können. 

Die soeben präzisierte Aufgabe zerfällt in folgende Teile: 

a) Aufstellung der Beziehung für die Reihe der Abgangswinkel 
9 beziehungsweise für die fteihe der Elevationswinkel £, 

h) Berechnung der Ordinaten (Aufstellung der Flugbahn- 
gleichung), 

c) Berechnung des Tangentenwinkels Qr (Winkel, welchen die 
positive Richtung der x-Achse mit der positiven Richtung der Tan- 
gente im Sinne der positiven Winkelzählung einschließt), 

d) Berechnung der GeschwiDdigkeit v in einem beliebigen Bahn- 
punkte, 

e) Berechnung der Flugzeit t bis zu einem beliebigen Bahn- 
punkte, endlich 

f) Berechnung des Luftwiderstandes KT 

a) Aufstellung der Beziehung für die Reihe der Abgangs- 
winkel beziehungsweise für die Reihe der Elevationswinkel. 

Die Formel für die Berechnung der horizontalen Schußweite 
Xq im lufterfüllten Räume lautet: 

1) «0 (1 + ^o) = — «iw 2 (p\ 

hierin bezeichnet tp den Abgangswinkel, V die Anfangsgeschwindig- 
keit, g die Beschleunigung der Schwere und 1 -|- -Po dl® modifi- 
zierende Punktion zur Berechnung der horizontalen Schußweite aso. 
Aus 1) folgt 

sin 2 (f = -^,-Xo{l -i- Fo) = -^ Xo + ^ x^ -Po • 
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Stellt man JPo durch eine unendliche Reihe dar, in welcher Xq 
die Veränderliche ist, so ergibt sich tnr 8in2(p ein Ausdruck von 
der Form 

2) sin2q> = kiXo-\-k^a:^-{-ksSC^-]- i 

worin die Parameter fei, ä,, feg u. s. w., welche von der Anfangs- 
geschwindigkeit Fund vom sogenannten ballistischen Koeffizienten*) 
abhängen, auf Grund von Versuchsdaten zu bestimmen sind. Ist die 

Anfangsgeschwindigkeit bekannt, so ist h = ^' Da *ur ^o=^ auch 

9? = sein muß, so darf die rechte Seite von 2) kein von Xq unab- 
hängiges Glied enthalten. 

Denkt man sich Xq unendlich klein, so können die Flugverhält- 
nisse im lufterfüllten Räume gleich, jenen im leeren Räume an- 
genommen werden; da femer für diesen Fall in 2) die zweiten und 
höheren Potenzen von Xq vernachlässigt werden können, so folgt 

8) 9inZ(p = kiXQ, 

Vi 

Weil für den leeren Raum Xo= — sin 2 w ist, so findet man 
nach Einsetzung dieses Wertes in 3) wieder fcj == -:^ . 

Die Parameter können auf Grund bekannter Wertepaare von 
gj und ocq ermittelt werden. Liegen mehr Wertepaare als Parameter 
vor, so daß also letztere überbestimmt dind, so berechnet man die- 
selben nach der Methode der kleinsten Quadrate; angenähert werden 
in dem betrachteten Falle die Parameter bestimmt, wenn man so 
viele schicklich gewählte Wertepaare von Xq und tp einführt, als die 
Zahl zu ermittelnder Parameter beträgt; sind z, B, drei Parameter 
zu bestimmen, so führe man den Abgangswinkel für eine kleine, 
eine mittlere und eine große Entfernung ein u. s. f , 

Die so berechneten Parameter werden auch bei der Lösung der 
Aufgaben unter bj bis einschließlich f) benützt. 

Von einem gewissen Gliede der rechten Seite der Gleichung 2) 
angefangen werden die Parameter verschwinden oder doch so klein 
ausfallen, daß man die folgenden Glieder vernachlässigen kann; der 
Exponent der höchsten Potenz von Xq gibt dann den Grad der Reihe 
an. Ist z. B. 4 der höchste Exponent von Xq, so bilden die Werte 
von ainZq) eine Reihe vom vierten Grade, d. h. es sind die vierten 
Differenzen dieser Reihe konstant und die höheren Differenzen 
gleich Null. 



♦) Siehe „Lehrbuoh der äußeren Ballistik'' von Wuich, Wien 1882, Seite 116. 
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Analog wie sin 2 (p könaen tg tp, sin ip u. s. w. als Potenzreihen 
nach Xq dargestellt werden. 

Um den Erhebungswinkel (bei Geschützen) oder den Vi- 
brationswinkel (bei Handfeuerwaffen) z/ einzuführen, setze man 
9 = « + z/; bekanntlich ist erfahrungsgemäß der Winkel z/ von der 
Größe des Abgangswinkels praktisch unabhängig, sonach konstant. 
Es ist daher 

sin 29 = sin 2 (e -j- z/) = sin 2 s cos 2 z/ + cos 2 s sin 2 zJ, 

Da z/ so klein ist, daß cos 2 A näherungsweise gleich 1 angenommen 
werden darf, so hat man 

sin 2q) = sin 2 fi -j- cos 2 6 sin 2 z/, 



daraus 



,. , «wv^«. = — cos2ssin2 A A-sin2w = 
4) * 



I sin 2e== — 



cos 2 ^ «tn 2 ^ + ^1 ^0 + ^ ^0 + ^8 ^ 

Sind auch die EleVationswinkel sehr klein, so kann man sich er- 
lauben, cos2s = l zu setzen; hiedurch geht 4) in 

8in2 6 = — «in 2 ^ 4" ^1 ^'0 4" ^8 *o ~r ^3 ^ "f 

über. 

b) Berechnung der Ordinaten (Aufstellung der Flugbahn- 
gleichung). 

Als Ausgangspunkt für die Untersuchungen dient die Flugbahn- 
gleichung 

/ Sin2(p:r\ . XSin2(pa: 

worin 9 den Abgangswinkel für die zu berechnende Bahn und g>x 
den der Abszisse x entsprechenden Abgangswinkel bedeutet, soferne 
X als horizontale Schußweite aufgefaßt wird. 

Die Gleichung 5) gilt für den leeren Raum unter allen Um- 
ständen und für den lufterfüllten Raum dann, wenn in der modifi- 
zierenden Funktion der Flugbahngleichung der Abgangswinkel q> nicht 
vorkommt, sonach bei flachen Bahnen unter allen Verhältnissen, bei 
steilen Bahnen jedoch nur dann, wenn die Bedingungen des Schießens 
— wie beim Schießen mit der oberen Winkelgruppe auf den kleinen 
Distanzen — derart sind, daß die Bewegungsverhältnisse des luft- 
erfüllten Raumes von jenen des leeren Raumes wenig abweichen. 

Die Formel 5) wird in nachstehender Weise abgeleitet: die 
horizontale Schußweite Xq im leeren Räume ist gegeben durch 

Xo= — sin2q); demnach muß zwischen gpx und x die Beziehung be- 
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stehen x = — sinZfpx. Aus diesen für x und Xq gefundenen Auck 

X SXTft 2 (D X 

drücken folgt — = . ^^' - Setzt man diesen Wert für — in die 

^ Xq 8in2^> qcq 

bekannte Gleichung der Parabel y = xtg(p(l ) ein, so gelangt 

man zur Formel 5). 

Die Formel zur analytischen Berechnung der Ordinaten ergibt 
sich durch Verbindung der Gleichungen 5) und 2); man erhält, 
wenn man mit dem Gliede k^ x^ abbricht, 

6 ) y = xtg(p— ^ (kiX + Jc^x^ + ksX^ + k^x^), 

oder wenn der durch die Formel *i = -^ bestimmte Wert von Ä, 
berücksichtigt wird, 

7) y = xtgcp--^^^^(l+^x + ^x^+^x^\ 

Ist die Gleichung der Flugbahn bekannt, so können die Glei- 
chungen zur Ermittlung des Tangentenwinkels, der Geschwindigkeit 
und der Flugzeit durch einfache Operationen gefunden werden. 

Sei allgemein y=f{x) die Gleichung der Flugbahn, so ist nach 
den Lehren der Mathematik beziehungsweise der Ballistik 

8) tg » = '£=/'(.) 

die Gleichung zur Berechnung des Tangentenwinkels, 

{v cos ^)2 vi g dx'^ g dx 

die Gleichung zur Berechnung der Geschwindigkeit und 



10) t - ^ 



/dx 





die Gleichung zur Berechnung der Flugzeit. 

cj Berechnung des Tangentenwinkels. 

Die Formel für die analytische Berechnung von ^ ergibt sich 
aus 7) mit 

dy ^ Qx ..Sfco .^Äs^.öAa«. 

' dx ^ ^^ V^cos^^^ ' 2 fci ' 2 /ci ' 2 &i ' 

K s 4 k, Aufttfleichimg ron Beobtcbtnnffen. II. ^2 
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Hieraus folgt für den absoluten Wert des Einfallwinkels 

Setzt man in 11) ^ = 0, so kann aus der so entstandenen Glei- 
chung die Abszisse o^gdes Scheitels berechnet werden. Durch Einsetzen 
von Xa in die Flugbahngleichung resultiert die Scheitelordinate y». 

d) Berechnung der Geschwindigkeit in einem beliebigen 

Bahnpunkte. 

Die Geschwindigkeit v in jedem beliebigen Bahnpunkte wird, 
anschließend an die Formel 11) zur Berechnung des Tangentenwinkels 

nach Formel 9), d. i. mittels —^ = ^— bestimmt. Man findet 

vi g dx 

Diese Formel gibt nur die horizontale Projektion v^ der Geschwin- 
digkeit. Da aber nach früherem der Tangentenwinkel d- gefunden 
werden kann, so ist v durch 

V = — 

cosd^ 
bestimmt. Man hat also 

13) v = - ^' 



,f 






Die Endgeschwindigkeit ergibt sich aus 13), wenn man hierin 
x=Xq (horizontale Schußweite) und d^=S (Einfallwinkel) substituiert. 

Um die Scheitelgeschwindigkeit zu erhalten, ist if = a:.Hund 
-9- = zu setzen. 

e) Berechnung der Flugzeit. 

Kennt man die horizontalen Projektionen der Geschwindigkeiten 
einer Bahn, so können die Flugzeiten mittels der Formel 10), dies 
ist nach 

14) t^P-^'^l- n=«rw atW eSI 10 J^o:» 

J Vj, \^J r ' kl ' kl kl 

' * 

berechnet werden. Die Integration in geschlossener Form gelingt nur 
dann, wenn die Funktion unter dem Wurzelzeichen höchstens vom 
2. Grade ist. 
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f) Berechnung des Luftwiderstandes. 

Da durch den gesetzmäßigen Verlauf der Reihe der Abgaugs- 
winkel der Einfluß des Luftwiderstandes zum Ausdruck gebracht wird, 
so muß es auch möglich sein, die Größe des Luftwiderstandes in 
jedem beliebigen Bahnpunkte zu finden. 

Wird die Kenntnis der Geschwindigkeiten und der Tangenten- 
winkel vorausgesetzt, so kann die Verzögerung SS durch den Luft- 
widerstand mittels der aus der Ballistik bekannten Gleichung 



dt 
bestimmt werden; weil aber 



= — 9Sco«^ 



so ist auch 



dvgc dvgg dx dvjc 

dt dx dt * dx 



dvj; „ 

Vjc-j — = — SS CO« ^; 
ax 



hieraus folgt 



15) SS = zr''^^ 



COßd^ "" dx 

Aus der Verzögerung SS ergibt sich der Luftwiderstand W mit 

16) Tr=-ss, 

9 
worin P das Geschoßgewicht bedeutet. 

18. Bestimmung des Erhebungs winkeis, des ballistischen 
Koeffizienten und der Anfangsgeschwindigkeit auf Grund von 

Punktbedingungen. 

Der Erhebungswinkel sei mit z/, der ballistische Koeffizient, 
welcher den gesamten Einfluß der Geschoßkonstruktion zum Aus- 
drucke bringt, mit m und die Anfangsgeschwindigkeit mit V be- 
zeichnet. Zur Unterscheidung der ballistischen Koeffizienten bei den 
verschiedenen eingliedrigen Luftwiderstandsgesetzen wird dem Buch- 
staben m die charakteristische Ziffer als Weiser beigefügt. Man be- 
zeichnet demnach den ballistischen Koeffizienten beim quadratischen, 
kubischen, biquadratischen u. s. w. Luftwiderstandsgesetze beziehungs- 
weise mit ?w,, TMs, W4 u. s.w. 

Den Ausgangspunkt für die folgenden Untersuchungen bildet 
die Flugbahngleichung 

11* 
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.2 



hierin bedeutet 1 4^ F die modifizierende Funktioxi der Gleichung 
zur Berechnung der Ordinaten. Dividiert man die Gleichung 1) durch 

X und setzt ^ = tgn, so ergibt sich 

X 

Hieraus folgt 

ainw sinn sin(w-^n) gx _ , „. 

tqm — tqn = ^ = -= ^ tto — ^ — (1+J^); 

^^ '^ co«9 cosn cosffcosn 2y^eo8*(p 

O X 

3) sin (q) — n) cos (p = ^,,^ (1 + J') co« n. 

M r 

T> i A j j 131 1 • o sin{a-\-ß)-]rsin{a — ß) 
Bei Anwendung der Formel sina cosß^= — ^^ — ^ ^ ^ 

stniZ (D —"■ Ti^ s^fifi 

findet man sin{(p — n)cos(p= — ^— ^- — — ^ — ; hiemit übergeht 3) in 



4) sin {2(p — n) = ^{1 -\- F)co8n-{-sinn. 

Ist die Flugbahn der Bedingung unterworfen, daß sie durch 
den Punkt Li geht, so muB die Gleichung 4) der Flugbahn durch 
die Koordinaten x/, n< des Punktes A befriedigt werden; QS muß 
also stattfinden 

O Xi 

5) sin (2 (pi — Hi) = ^Y (1 + Fi) cos n^ + sin Ut. 

Um den Erhebungswinkel J, dessen Größe erfahrungsgemäß 
von der Größe des Abgangswinkels q) praktisch unabhängig ist, in 
die Gleichung 5) einzuführen^ setze man 

worin $i den Elevationawinkel bezeichnet; ea ergibt sich somit: 

6) sin{{2 ^ — n,.) + 2 z/} = ^ (1 + Fi) cosni-^^sinUi. 

Für das quadratische Luftwiderstandagesetz, welches hier 
als Grundlage genommen wird, ist 

e «. ^ 

7) 1+^== -^ , wobei li=^avn^6Xi\ 

hierin bedeutet ^ den sogenannten Didionachep Mittelwert und ff 
das spezifische Gewicht der Luft zunächst der Mündung. 
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Dttfeh täildetzttng dleges Wortes für 1^"^^ ^^ ^) wurde die 
tetttoMd ForiftM für did vor^utiehmiiaddti B^tttitnmtüigen nehr un- 
bequem B(Mn» Itan muß biso U*achteii) den Ausdruck für i^Fi bu 
vereinfachen. Zu diesem entwickle man e£< in eine unendliche Reihe; 
hieduröh entsteht ^ 3 

wird diese Reihe mit dem vierten Gliede abgebrochen, so erhält 
man für 1 -|- -^^ einen linearen Ausdruck von |<, nämlich 



1 _l_ ii 4_ |l + J. „. _ 



+ li + F + |f-^'-i 

Nach EinsetBon dieses Wertes in 6) folgt 

9) sin {(2 €< --- n<) + 2 i^} = ^^ (^ + f ^ "*« ^^•) ^* ^' "h **^ '^»• 

Beim biquadratischen Qesetze hat die modifizierende Funktion 
der Gleichung Bur Berechnung der Ordinateh diePorm 1 + ^<= 1 + T^fc, 

o 

Wobei jedoch |< ddn Wert |,=2: a» coa« ^ m^ F^ ly x hat. fiiemit göht dife 
Gleichung 6) in 

10) sin {(2 £f -- w») + 2 ^} = ^^^ (^ + f «^cö«*9^ 7114 t^^^ic.) co« w^+ **^ ^< 

über. Dies sei hier nur nebenbei bemerkt. 

Wird Hfl {(2 a — n,) -f 2 Jj entwickelt und erlaubt man sich mit 
Rücksicht auf die Kleinheit von ^ annähernd co« 2 z/ =£= 1 eu setzen, 
so resultiert 

sin {(2 £i — n,.) -f 2 z:/} = sin (2 «, — n^) -f co$ (2 fc< — n,) m 2 z/. 

Wird dieser Wert in 9) eingesetzt und werden dann beide 

Seiten der Gleichung mit — ;- multipliziert, so folgt 

9 *^* 

sin (2 Bi — n/) -| cos (2 f ,• — n.) «tn 2 z/ — 

F2 . 1 
sm ni — — a <y jCf co« n^ . m« = co« n,, 

oder anders geordnet: 



11) 



- a tf x,- cos ni.m^A {sin (2si — 71,) — sin nA V^ 4- 

3 g Xi ^ " ' 

H CO« (2 £,• — nt) V^ sin Z ^ = cos ni. 

(JXi 
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In dieser Gleichung sind rn^j V^ und V^sinZ /i die Unbekannten; 
die Koeffizienten derselben sowie die Größe cosui auf der recliten 
Seite der Gleichung sind bekannt. Setzt man zur Abkürzung 



12) 



— ~a6XiC08ni = aij {sin {2 Si — n<) — »inn^\ = biy 

3 gXi^ '. 

C08 (2 6i — rii) = Ci, cos fii = di, 



so nimmt 11) die Form an 

13) at Uli + bi F2 4- a ^2 sin 2 ^ = rf.- . 

Sind nur drei voneinander unabhängige Wertsysteme, also drei 
Punkte Li, LiyLs (d.h. z = l, 2, 3) gegeben, oder drei Distanzen der 
Rechnung zu Grunde gelegt, so resultiert ein zur Bestimmung der 
Werte der Unbekannten gerade ausreichendes System. Diese Werte 
wären aber nicht die wahren, denn die Bestimmungsstücke der Punkte 
Zi, Zg, ig sind mit unvermeidlichen Fehlem behaftet. In Wirk- 
lichkeit wird man sich also nicht mit nur soviel Distanzen zufrieden 
stellen, als Unbekannte vorhanden sind, sondern wird mehr als drei 
Distanzen wählen und auf Grund dieses Beobachtungsmateriales die 
wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten nach der Methode der 
kleinsten Quadrate ermitteln. 

Dividiert man die Unbekannte V^sinZ^ durch F«, so erhält 
man auch sinZ/l und daraus z/, womit die eingangs gestellte Auf- 
gabe auch gelöst erscheint 

Die Anfangsgeschwindigkeit V und der Erhebungswinkel ^ sind 
zumeist schon bekannt, weil durch das Experiment ermittelt. Die 
Bestimmung von V und z/ nach dieser Methode erfolgt nur zur 
Prüfung der Rechnung, welche die durch das Experiment gefundenen 
Werte geben muß. 

Wenn V und ^ ziemlich mit den im Versuchswege gefundenen 
Werten stimmen, so ist das ein Kriterium für die Verläßlichkeit von to. 

Es muß besonders bemerkt werden, daß die Elevationswinkel 
für möglichst nahe beieinander liegende Entfernungen ein- 
geführt werden müssen, um den Fehler in der Bestimmung des 
als unveränderlich angenommenen ballistischen Koeffizienten tun- 
lichst zu verkleinern. 

Istn,= 0, d.h. liegt der Punkt A im Mündungshorizonte, 
so geht die Gleichung 11) über in 

14) « 6XiQm^ A sin 2SiV^ -\ cos 2 bi F« sin 2^=^ 1. 

3 gXio gxio 
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Bezüglich des in den vorhergegangenen Gleichungen auf- 
tretenden «-Wertes sei bemerkt, daß derselbe bei kleinen Elevations- 
winkeln (Bahnschwenken zulässig) gleich 1 gesetzt werden darf; in 
allen übrigen Fällen ist cc dem Elevationswinkel b entsprechend 
näherungsweise zu ermitteln. 

Bei kleinen Elevationswinkeln (flachen Bahnen) folgt 
also aus Gleichung 11) 



15) 



— — ö iCf coariima -| (sin (2 €i — n.) — sinnA V^ 4- 

3 gxi ^ ' 



H cos (2 Si — rii) V^ sin 2 ^=cos Wf . 

9^i 



Ist «» = 0, so geht 15) über in 

— « <y ^io»h H «^^ 2 f/ F* -^ cos 2 SiV^ sin2 ^=1. 

3 gxio gxio 

Wenn überdies £,• sehr klein ist, so darf cos 2 Si näherungsweise 
gleich 1 gesetzt werden und man erhält 

— - <y Xiomo -\ sin 2 Bi V^ A F« sin 2/1=1, 

3 gXio gXio 

Es ist klar, daß bei der Bestimmung von ^ für Mörser und 
Haubitzen weder a noch cos2Bi der Einheit gleich gesetzt werden darf. 

Ebenso ist das Verfahren, wenn man das biquadratische 
Luftwiderstandsgesetz zu Grunde legt. 

Wenn beim quadratischen Luftwiderstandsgesetze 

2 ^ 

gesetzt und der Übergang vom quadratischen zum biquadratischen Ge- 
setze dadurch bewerkstelligt wird, daß man statt a den Wert a^cos^fp 
und statt m den Ausdruck mV^ einführt, so erhält man dann mit 
Bezug auf die Gleichung 11) wieder lineare Gleichungen, aus welchen 
wF2, F2 und V'sin2J zu bestimmen sind (beim quadratischen Luft- 
widerstandsgesetze waren w, F^ und F^ sin 2 z/ die Unbekannten). 

D. Interpolationsformeln abgeleitet auf Grund der Methode der 

kleinsten Quadrate. 

19. Allgemeine Bemerkungen. 

Um das Wesen der Aufgabe, um deren Lösung es sich in diesem 
Subabschnitte handelt, gründlich zu erfassen, sollen einige Resul- 
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täte der vorangegangenen Untersuchungen dieses Abschnittes kurz 
wiederholt werden. 

Im Oebiete der Schießtheorie begegnet man häufig der Tatsache, 
daß der Zusammenhang zwischen dem Argumente x und dem Funk- 
tionswerte u nur zahlenmäßig, d. i. durch eine Tabelle gegeben ist, 
welche die am Versuchswege erhaltenen Resultate verzeichnet. So 
kennt man beispielsweise durch den Versuch die horizontalen Schuß- 
weiten Xq, welche unter gegebenen Verhältnissen für bestimmt an- 
genommene Elevationswinkel b bei konstanter Anfangsgeschwindigkeit 
erhalten werden, ohne den analytischen Zusammenhang zwischen € 
und 0:10 zu kennen. 

Mittels der Interpolationsformeln kann man den wahrschein- 
lichsten Wert der Funktion für beliebige Werte der unabhängigen 
Variabein angeben. Diese Interpolationsformeln ermöglichen also 
auch solche Funktionswerte zu bestimmen, die anderen als den beim 
Versuch in Betracht gekommenen Argumentenwerten entsprechen. 
Diese Argumentenwerte dürfen aber die Grenzen jener 
Argumentenwerte, welche beim Versuche vorkamen, nicht 
überschreiten; hiedurch wird das Gebiet einer Interpola- 
tionsformel genau abgegrenzt. 

Wenn sich der Funktionswert u bei stetiger Änderung des 
Argumentes x auch stetig ändert, kann man den Zusammenhang 
zwischen x und u empirisch durch die Potenzreihe 

1) u = ko-\-kiX~\-k2X^ + 

darstellen, wobei die Koeffizienten Aq, ij, feg, aus den beob- 
achteten Funktionswerten w^, u^, u^, , ?*„, welche den Argu- 
mentenwerten Xi, 0C2, Xs, , Xn zugeordnet sind, nach den bis- 
herigen Untersuchungen auf Grund der Methode der kleinsten Qua- 
drate bestimmt werden. Hiezu ist erforderlich, daß die Anzahl der 
Beobachtungen größer ist als die Anzahl der unbekannten Parameter 
Kq, kl, ^2» 

Graphisch gedeutet, wird die den Zusammenhang zwischen x 
und u darstellende Kurve durch eine Gerade beziehungsweise durch 

eine Parabel 2-ter, 3-ter, Ordnung herbeigeführt, je nachdem 

man sich auf die ersten 2 beziehungsweise ersten 3, 4 u. s. w. Glieder 
der Reihe auf der rechten Seite in der Formel 1) beschränkt. 

In der Schießtheorie kommen fast ausschließlich nur folgende 
zwei Formen der als Interpolationsformeln verwendeten Potenzreihen 
vor, nämlich: 

2) u =^ Ao + fci X + Ä, x2 -T- Äs »3 -|- 
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und 

3) H^hiX-^k^x^ + k^x^^ =^x{ki+k^x-\'k^x^-\' ); 

hieraus ist ersichtlich, daß, wenü diö Interpolationsformel in der 
allgemeinen Form 

4) u=f{x){ko + hx + k^x^ + ksX^ + k,x* + ) 

angenommen wird, die Resultate den für die Schießtheorie nötigen 
Grad der Allgemeinheit haben werden; hiebei bedeutet f{x) eine 
gegebene Funktion der unabhängigen Veränderlichen x. 

Dies vorausgesetzt, soll nun die allgemeine Charakterisierung 
derjenigen Interpolationsformeln erfolgen, welche in den nach- 
stehenden Punkten abgeleitet werden. 

Wenn die wahrscheinlichsten Werte der Parameter k^, ki, k^ 
u. s. w. nach der Methode der kleinsten Quadrate auf Grund der bis- 
herigen Untersuchungen bestimmt werden, ist es nötig, stets das 
ganze Gleichungssystem von neuem zu berechnen, wenn man eine 
neue Annahme bezüglich der Anzahl der Parameter /dq, Jbi, k^ u. s. w. 
oder, was dasselbe ist, bezüglich des erlangten Grades der Genauig- 
keit des erhaltenen Resultates macht Dies ist umso beschwerlicher, 
als man eine solche Rechnung meist einigemal wiedet'holen muß, 
ehe man £u einem Ausdrucke gelangt, welcher die gesuchte Funk- 
tion mit der verlangten Genauigkeit darstellt; denn es ist schwierig, 
von vornherein anzugeben, wieviel Parameter hiezu erforderlich sind. 

Der russische Mathematiker Tchebycheff hat nun Interpola- 
tionsformeln angegeben, nach welchen Polynome -^ nach steigenden 
Potenzen von x geordne^ und alle diese Potenzen von der nullten 
angefangen enthaltend — mit wahrscheinlichsten Parameterwerten 
erhalten werden können. Der große Vorteil dieser Inter- 
polationsformeln besteht darin, daß es nicht notwendig ist, 
die schon erhaltenen Koeffizienten nochmals zu berechnen, 
falls zur Erlangung des geforderten Genauigkeitsgrades 
weitere Potenzen von x zu den bisher schon berechneten 
hinzugenommen werden müssen. Außerdem rühren von Tche- 
bycheff Formeln her, welche gestatten, die Summe der Fehler- 
quadrate zu berechnen, mit welchen das Polynom für die Funktion 
u behaftet ist, wenn man sich auf 1, 2, 3 u. s. w. Glieder beschränkt. 
Man weiß also auch stets aus der Größe des mittleren Fehlers, ob 
zur Erreichung eines bestimmten Genauigkeitsgrades noch weitere 
Potenzen von x hinzugenommen werden müssen. 

Die erwähnten Formeln wurden von Tchebycheff auf Grund 
der Eigenschaften der Kettenbrüche abgeleitet. Später gab der fran- 
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zösische Ballistiker E. Jouffret eine bequemere Ableitung dieser 
Formeln, indem er die Normalgleichungen mit Hilfe der Methode 
der unbestimmten Koeffizienten auflöste. Nachstehend wird unver- 
ändert und fast wörtlich der Eatwioklu&gsvorgang Ton Jouffret 
gegeben. Siehe das Werk: „Sur Tetablissement et Tusage des tables 
de tir" par E. Jouffret, Paris 1874, Seite 21 bis einschließlich Seite 36. 

20. Aufstellung der Normalgleiehungen. 

Für die nachfolgenden Untersuchungen wird die Interpolations- 
formel in der Form 

y=f(x)(K-{-Kx + k,x^ + ) 

angenommen, wobei /(ic) irgend eine gegebene Funktion der unab- 
hängigen Veränderlichen x bedeuten möge. 

Nimmt man von dem Polynom innerhalb der Klammern die 
ersten p -\-l Glieder, so kann man schreiben : 

1) yp=f{x)(h + hx + hx^ + + k^xP). 

Durch n sei die Anzahl der Beobachtungen ausgedrückt und 
n>j9-t-l angenommen; xi sei der Wert der unabhängigen Ver- 
änderlichen, welcher der i-ten Beobachtung entspricht, yi der ent- 
sprechende Wert der Funktion y; das Gewicht der t-ten Beobachtung 
sei durch gi bezeichnet (sind jedoch alle Beobachtungen von gleichem 
Gewichte, dann ist gi=\)\ mit u< sei der Wert der Funktion /(x) 
für x = Xi dargestellt. 

Bedeutet öi den Fehler, der begangnen wird, wenn man zur 
Darstellung der Beziehung zwischen der i-ten Beobachtung yi und 
der Größe Xi die Gleichung 1) benützt, so ist 

2) öi = Ui (/co -r A:i *t\ -f fcs x? + + Ä-^, xf) — yt . 

Die unbekannten Parameter Äq» *i» ^a, , K sollen derart 

bestimmt werden, daß die Summe [gidiöi] ein Minimum werde. Die 
ersten partiellen Differentialquotienten dieser Summe nach den Un- 
bekannten müssen sonach gleich Null werden. Bezeichnet kii irgend 
einen der unbekannten Parameter, so ist 

^Si ^ ^ c{(/idiöi) ^{gididi)9di a^ 

,-- = Uix7 und -^r - ----^'— ^.-^2giUixTöi; 

demnach muß stattfinden 

— V/. - - = 2 [gi Ui Xi öi] = 
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5) 



oder, wenn durch 2 abgekürzt wird, 

3) [giUiX^di] = 0. 

Führt man hierin für di den Wert aus 2) ein, so ergibt sich 

4) fco [s'.wfaTl + h [9i u^i^'^^] + + 4p [gMxf'^^] = [giUiX^yi]. 

Setzt man zur Abkürzung 

so kann die Gleichung 4) in der Form 

geschrieben werden. 

Die Gleichung 6) ist die gemeinsame Type aller jo+1 Normal- 
gleichungen, welche aus 6) dadurch erhalten werden, daß sukzessive 

für fi die Werte 0, 1, 2, 3, , p gesetzt werden. Man findet auf 

diese Weise: 

9(0)*o+ 9(l)*i + 9>(2)*2 + -r <P(P)K =^(0), 

fp{l)ko+ q>{2)k, + <jp(3)4a + + 9>{p-^'^)K = ^('^)f 

'^)i qp(2)*o+ 9>(3)Ai + 9(4)*2 + + g>(p + 2)K = nj{2), 



(pip)h + 9^{p+^)h + <p(p+^)h + + 9i^P)K =^iP)' 



21. Auflösung der Normalgleiehungen nach der Methode der 

unbestimmten Koeffizienten. 

a) Bestimmung der Parameter k. 

Zur Auflösung der Normalgleichungen soll die sogenannte 
Methode der unbestimmten Koeffizienten angewendet werden. 
Zu diesem Zwecke addiere man die Normalgleichungen, nachdem 

man dieselben der Reihe nach das erste Mal mit 1, 0, 0, , das 

zweite Mal mit cci, 1, 0, 0, ..., das dritte Mal mit «2, ßi, 1, 0, 0, ..., 
das vierte Mal mit «s» ßs* ys» 1> ö, 0, u. s. w. multipliziert hat. 

Zur Abkürzung führe man die nachfolgenden Bezeichnungen 
ein; in diesen bedeutet % die eine oder die andere der zwei Funk- 
tionen 9?, t und fi irgend eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, , p: 

8) \ X«(^) = X(^)«2 + %(^+l)/52+%(f* + 2), 
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Mit Hilfe der Bezeichnungen*) 8) fergttbeil die oben vorgtfeschrte- 
benen Bechnungsoperationen aüt den Normalgleichungen 7) andei'e, 
in welchen die noch vorläufig willkürlichen Konstanten ai; cc^, ß^; 

Ui, ßi, ys] vorkommen. Aus letzterem Grunde kann man einige 

der Koeffizienten von fto, feu ^r der neueb Gleichungen gleich 

Null setzen, wodurch sich dann Bedingungegleichungen zur Bestim- 
mung der Konstanten a, ß, y, ergeben. Die gleich Null zu 

setzenden Koeffizienten sollen derart gewählt werden, daß bei der 
Addition der mit den oben angegebenen Faktoren erweiterten Normal- 
gleichungen 7) das folgende Gleiohungsiytflem resultiert: 



«) 






Hienach wurden folgende Bedingungsgleichungen eingeführt: 



11) 



{ 



10) <p,(0) = (|p(0)ai+(3p(l) = 0, 

eine Gleichung, die sich aus q>i (ft) = für /tt = ergibt ; 

<P2{0) = q>iO)a^-{-(p(l)ß, + ip{2) = 0, 
92 (1) = (pil)a, + (p(2)ß2 + (jp(3) = 0; 

zwei Gleiöhungeü, welche sich ftüs (pt (fi) = für /n «= o und ji = l 
ergeben ; 

12) j (Pi{l)==(p{l)ccs + (p{2)ß, + (p{'d)rs + (p(^) = 0, 

1 <PBi2) = (p{2)a,^(p{3)ßs4-(p(4:)y, + tp{b) = 0; 

drei Gleichungen, welche aus cp^ {fi) = für /x = 0, ft = l und f« = 2 
erhalten werden. 

Auf diese Art fährt man fort. Um sonach die {h -\- l)-te der 
Gleichungen 9) zu erhalten {h<:2A ist es notwendig, die Koeffizienten 

der h ersten unbekannten Parameter fco» ^ii ^2» > fc/i-i gleich 

Null zu setzen. Die Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der h 
Konstanten an, ßh, ;';,, folgen daher aus 



13) 



g);,(a) = für ,« = 0, 1, 2, 3, Ä — 1. 



'^) In den zusammenhängenden Punkten 20 bis einschließUch 25 erfolgt die 
Numerierung der Gleichungen durchlaufend. 
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Um also die noch unbeslinxmten Konstanten aii a^ und ^; a^y 
ßs und y^ u. s. w. zu finden, hat man die Gleichungen 10), 11), 12) 
u. 8. w. aufzulösen. Der Koeffizient cci ergibt sich aus 10) unmittelbar. 
Um die anderen Koeffizienten zu finden, schlage man denselben 
Vorgang ein, welcher eingehalten wurde, um vom System der Noy-^ 
malgleichungen 7) zum System der Gleichungen 9) zu gelangen. 

Multipliziert man also das Gleiohungssystem 11) der Reihe nach 
zuerst mit 1, 0, sodann mit «i, 1 und addiert jedesmal, so erhält man 
das Oleichungssy Stern 

()p(0)a, + (]p(l)ft + <)p(2) = o, 

Zufolge 10) und 8) reduziert sich die letzte Gleichung auf 
9^1 (1) A + 9i (2) = 0. Auf diese Weise wurde das System der fol- 
genden zwei Gleichungen gewonnen: 

(0)a^ + q>{l)ß,+ 9)(2) = 0, 

9>i (1) ß^ + 9>i (2) = 0. 



14) 



{" 



Multipliziert man das Gleichungssystem 12) der Reihe nach zu- 
erst mit 1, 0, 0; dann mit a^, 1, 0; schließlich mit cc^, ß^, 1 und 
addiert wieder jedesmal, so gelangt man mit Rücksicht auf die Glei- 
chungen 10)^ 11) und 8) zu dem Gleiehungssystem 



15) 



(p(0)ccs + (p{l)ßs+ 9(2)^8+ <)P(3) = 0, 

(fx (l)ft -f 91 {2}rz + 9^1 (3) = 0, 

9>«(2)y8 + 9^«(3) = 0. 



Die für die Berechnung der Funktionen cpi, (p^ und cp^ nach 
den Formeln 8) notwendigen Koeffizienten a^; cc^, ß^ und «3, ßs, y^ 
werden aus den Gleichungen 10), 14) und 15) erhalten. Die folgenden 
Koeffizienten gehen aus den in gleicher Weise gebildeten weiteren 
Bedingungsgleichungen hervor. 

Dividiert man jede der Gleichungen 10), 14), 15) u. s. f. durch 
den Koeffizienten ihres ersten Gliedes und setzt 



16) 



a = 



y(i) 

9(0) 



6 = — 



6'= — 



y(2) 

yi(2) 
9i (1) 



I c = — 



c = 






y(3) 
yi(3) 

91 (1) 

y«(3) 

9* (2) 



II 



I 
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I 



9 
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5 N-o a 
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SO nehmen dann die Gleichungen 10), 14), 15) u. s. f. die nachstehenden 
Formen an: 

«j = a, ai = aß2 + b, «g = a^3 -p fcys + ^» 

^«= 6', ßs= b'y, + c\ 



17) 



ys = c\ 



Setzt man noch 



' ° 9'(0) 9'i(l) 9's(2) 9'i.(P) 

so gehen die Gleichungen 9) mit Rücksicht auf 16) über in: 

Äo = Lo + a Ä, + 6 ig 4- c &s + 

A,= i, +6'Äj-}-c'A!, + 

&4= i, + c"Ä, + 



19) 



I 



b) Transformation der für die Parameter k gewonnenen 

Beziehungen. 

Aus dem Oleichungssystem 19) kann man die unbekannten 
Parameter k sukzessive bestimmen, wenn man von der letzten Glei- 
chung ausgeht, dann zur vorletzten übergeht u. s. w. Es ist aber 
möglich, die Unbekannten unabhängig voneinander auszudrücken. 
Um dies zu zeigen, ergänze man alle Kolonnen des Schemas 17) 
durch die Identität = 0, um auf diese Weise in allen Kolonnen 
gleich viel Gleichungen zu haben. Aus dem so ergänzten Schema 
bilde man ein neues auf folgende Art: Die Gleichungen jeder Zeile 
werden der Reihe nach von links nach rechts, und zwar das erste 

Mal mit 1, 0, 0, multipliziert und sodann addiert; das zweite 

Mal erfolgt die Multiplikation mit — h\ 1, 0, 0, , worauf wieder 

alle Gleichungen in jeder Zeile addiert werden; das dritte Mal 
multipliziere man die Gleichungen jeder Zeile mit — c , — c", 1, 0, 0, 

und addiere hierauf wieder die Gleichungen jeder Zeile. Indem 

man auf diese Art fortfährt, ergibt sich das folgende Schema: 



20) 



ofi = a, «2 = V Uy + 6, «3 = ^" ci% + c' «1 -j- c, 

Y3 = c", 
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Nun multipliziere man die Gleichungen 19) zuerst mit 1, «i, «a, 

as, , dann mit 0, 1, ß^, /Sg, , ferner mit 0, 0, 1, ^3, 

u. s. w. und addiere jedesmal. Mit Rücksicht auf das Schema 20) 
folgt auf diese Weise 

io = Lo + «1 A + «2 A + -j-cc^Lp, 

fei = A + Z?» A + + ßp^p^ 

h= A + + yp^py 



21) 



tCp — 



Lip. 



Werden schließlich diese Gleichungen der Reihe nach noch mit 

1, X, x^, , x^ multipliziert, sodann addiert und die Summe mit 

fix) multipliziert, so ergibt sich, wenn 



22) 



kl (x) = ai+x, 

Aa (a:) = «2 + /J, a: + x«, 

Is{x) = as4-ßsx4- y^ x^ + x^. 



xJ" 



23) 



kp{x)=- (tp + ßpX + ypX^ -\- 

gesetzt und X als Funktionszeichen benützt wird: 

yp=fix){h^k,x + hx^ + + kpXP) = 

=f{x) {Lo Xo (x) + A Ai (x) 4- Z2 A2 (ic) -I- + Lplpix)}, 

worin Ao (a:) = 1 ist. Durch diese Formel ist das durch yp dargestellte 
Polynom als Funktion von Größen dargestellt, welche nach dem 
Vorhergehenden berechnet werden können. 

22, Kriterium für die erforderiiehe Anzahl Glieder in der 

Interpolationsformel. 

Wenn das Problem darin bestünde, ein Polynom y von einem 
bestimmten Grade zu finden, so wäre nach dem Vorhergehenden 
dieses Problem gelöst; allgemeiner formuliert, liegt jedoch die Auf- 
gabe vor, das Polynom des Klammerausdruckes auf der rechten 
Seite der Formel 

2^) y=f{x)iko--hx + hx^-- ) 

auf die zwei ersten oder drei ersten oder vier ersten Glieder u. s. w. 
zu kürzen. Es ist deshalb zweckmäßiger, nach folgender Methode zu 
verfahren: 
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Um die Reehnung*, dm^h welche man zur Formel 1) gelangt, 
möglichst zu vereinfachen, muß man einerseits die Anzahl der Glieder 
des Klammerausdruokes möglichst reduüeren; anderseits darf der 
mittlere Fehler, mit welchem die genannte Formel die Beobachtungen 
darstellt und welcher durch 



definiert werden kann, einen gewissen Grenzwert nicht überschreiten. 
Macht man die Voraussetzung p = 3 und die Annahme^ daß der ge- 
gebene Grenzwert nennenswert überschritten erscheint, so wird man 
sich bemüssigt sehen, zunächst die Annahme p = 4 zu machen, viel- 
leicht sogar auf die Annahme j> = 5 zu übergehen u. s. w. Es kommt 
also darauf an, diese sukzessiven Versuche derart anzulegen, daß 
man nicht jedesmal alle diese Berechnungen von neuem machen muß 
und daß die Arbeit tunlichst reduziert werde. 

Um den zu befolgenden Vorgang zu verdeutlichen, drücke man 
zunächst die Größe (ip in 25) durch solche Größen aus, welche schon 
vorstehend benützt wurden. 

Multipliziert man die Gleichung 2) mit gidi und bildet dann 
die Summe für alle Werte von i, so ergibt sich mit Rücksicht auf S) 

[9i Si di] = — [gi yi d,]. 

Führt man auf der rechten Seite für di seinen Wert aus 2) ein, 
so ergibt sich: 

— [9i Vi * J = [9i Vi yi\ — h [9i ^» yi\ — *i [9i ^» ^*» ^0 — — *p \9i ^< ^ ?»]> 

oder mit Rücksicht auf die in 5) eingeführten Bezeichnungen 

Es ist also, wenn 8p=^[giöid^ gesetzt wird, 

26) Sp=[9iyiy^--k^Jl){0) — Ktl,{l)^ -^k^Hfip). 

Die rechte Seite dieser Gleichung kann man durch die Koeffi- 
zienten Lq, ii, , Lp ausdrücken. Hiezu multipliziere man die 

Gleichungen 21) der Reihe nach mit V'(O), rlj(\\ ^(2), , ^(p) 

und addiere sie. Mit Rücksicht auf die durch 8) eingeführten Be- 
zeichnungen folgt alsdann 

ÄoV^(0)+ fci ^(1) + + K^{v) = 

= io?^(0) + A*i(0)+ + Lp%(0), 
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Hiemit nimmt die Gleichung 26) die Form an 

Sp= [giViVi] —Lofp{0) — L,i;^{OJ — — L^M^), 

oder zufolge der Gleichungen 18) 

27) 5j,= [^,3/,y,]-L2(p(0) — A>i(l) "-Ll<p^{p). 

Es sei nun fi der Grenzwert, welchen der mittlere Fehler fip 
der Beobachtungen, nach der Formel 25) berechnet, nicht über- 
schreiten darf. Ist [ip>iij d.h. findet man, wenn Sp durch die Formel 

27) ausgedrückt wird, Sp>n(i\ so kann man folgern, daß der 
Elammerausdruck (1) nicht mit einer genügend großen Anzahl von 
Gliedern genommen wurde und daß man im Elammerausdruck ein 
Glied mehr nehmen, also yp + i untersuclien muß. Hiefür wird es 
genügen : 

aj für das Schema 20) die neue Serie der Größen ß^+i, fo+i, 

yp-\.if zu berechnen; 

b) mit deren Hilfe die Werte 

zu bestimmen und die Funktion 

Ap + i (x) = op+i + ^^,4-1 x+yp-^ix^ + + xP-^^ 

zu bilden. 

Alsdann ist yp+i gegeben durch 

28) yp+i = yp+f{x)Lp^ikp+i{x); 

der korrespondierende Wert für die Summe [5^»^»^»] lautet: 

29) Sp^i = Sp—Ll^i(pp^i(j>'{-l). 

Aus den Formeln 28) und 29) ersieht man, daß beim Über^ 
gange von den Größen y und S, welche den Index p haben, zu den 
Größen mit dem Index jo + 1 die schon gerechneten Größen keine 
Änderung erleiden ; der Übergang reduziert sich auf die Berechnung 
je eines neuen Gliedes für y und S, 

Dies führt zu einer Interpolationsmethode, mit welcher 
man direkt, ohne Tatonnement und ohne die Arbeit ver- 
größerndes Verfahren das Polynom y erhalten kann, welches 
dann folgenden zwei Bedingungen Genüge leistet: 

a) Die Beobachtungen mit einem kleineren mittleren 
Fehler darzustellen, als derselbe bei jedem anderen Poly- 
nom desselben Grades auftreten würde. 

Kox&k, Autgleichnng tob Beobachtungen. II. 12 
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b) Den Grad unter allen Polynomen am meisten er- 
niedrigt zu haben, für welche dieser mittlere Fehler kleiner 
ist als der für ihn angenommene Grenzwert. 

23. Zusammenstellung der Rechnungsvorgänge für die Be- 
peehnung der einzelnen Glieder der Interpolationsformel. 

Für praktische Rechnungen wird es zweckmäßig sein, die suk- 
zessiven Reehnungsvorgänge anzugeben, welche die Berechnung der 
Glieder der Interpolationsformel nach dieser Methode erfordert. 

Erstes Glied Lq. 



9 (0) = [9i uj], ip (0) = [gi Ui yj ; 



^^-cp(O) 



So=^[9if^-m{0). 



Zweites Qiied A ^i {x). 



9(i) = [^.«<^«-]> 



«1 



~ 9(0)' \ 



L,= 



»i(0) 
9i (1)' 



9 (2) = [gi u]x^] ; ^f' (1) = [gi w,- Xi yj ; 

9i(l) = aig?(l) + g?(2), 
^i(0) = ai^(0) + ^(l); 

f li(x) = a^'\-x, 



Qlied L^X^ix). 



(p{^) = [giUtxl\ 



9>(^) = [S'.w?xJ]; 
9i (2) = «19 (2) + 9 (3); 



^(2)=[^i«*«?yjr 



ft=- 



9i(2) 



9i (2) ^ <]P (2) . 



'2 



«Pi(i) ^ «)Pi(i) ' g'Co)' 

ys (2) = «s «p (2) 4- ^, «p (3) ^ (p (4), 

^2 (0) = attl> (0) 4- ^8 V^ (1) + ^ (2); 

^V(0), I ^ (a;) = a, + /3, a; + X», 

<P»(2)' \ -^2 = 51 — i^g)j(2). 
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Viertes Glied L^Xtix). 



9» (&) = l>< «*a:*], 9>(«) = [5f,M?.-c?]; ^ (3) = [^< «, x- yj ; 

yi(3) = ai<)p(3) + (p(4); 
^ (8) = a, ?) (3) + 13, 95 (4) + 9 (5); 
y«(3) „ qPl(8)„ 91 (8) 

„ _ fhjsy yi(3) y(8) . 

OPs (3) = «, 9 (3) + /3, (|p (4) + y, 9 (5) + 9 (6), 
^8 (0) = a, * (0) + ft V» (1) + y« * (2) + * (3); 

' 9»(3)' \ Ä, = Ä, — ii<p,(2). 



{ 



Und so weiter fort. 

Bei diesen Rechnungen kann man die Werte Sq, Si, 82^ S^ u. s. w. 
nach Maßgabe, als sie entstanden sind, mit der konstanten Zahl n (i* 
vergleichen und dann stehen bleiben, wenn man zu einem Werte ge« 
langt, der gleich oder kleiner i^t als diese Zahl. Bezeichnet man mit 
p+l die Anzahl der so gewonnenen Ausdrücke, so hat man fip<:(i; 
folglich ist 

das gesuchte Polynom. 

Die Raschheit, mit welcher die Werte S abnehmen oder besser 
gesagt, der Grad der Kleinheit der Differenz (ip — ftp+i, wenn man 
noch ein Glied mehr hinzunehmen will, gibt einen Anhaltspunkt für 

die Eignung der Formel y=/(a:)(/ro-hiiX + 'ifa^*H )> ^i® Beob- 
achtungen darzustellen. 

24 Allgemeines Prinzip zur weiteren Vereinfachung der 

gefundenen Interpolationsformel. 
Definition der Hilfsgrößen gi, ^2 und Pi. 

Mit Hilfe der abgeleiteten Formeln ist es möglich, der Reihe 
nach weitere Glieder des Polynoms 

u =f{x) {k^+kix + k^x^ + + K^) 

zu berechnen, ohne die vorhergehenden Glieder nochmals neu auf- 
stellen zu müssen. Es kommt jedoch hier noch eine größere Anzahl 

12* 
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{p Gruppen) von Hilfsgrößen a, /J, y, vor, während in den 

eigentlichen Formeln von Tchebyeheff nur noch zwei Gruppen von 
Hilfsgrößen zu finden sind, welche mit pi und qi bezeichnet werden 
mögen. 

Zunächst sollen die vier Größen qi, q^ und j?i, p^ durch Glei- 
chungen definiert werden. 

Man setze qi=ai^ also zufolge der Formeln 16), 17) und 22) 

?i = ---J^ und X^{x) = x-\-q^. 

Die Funktion Xi,{x) soll stets aus den vorhergehenden Funktionen 
Aä_i(x), AÄ~2(ic), hervorgehen. Man setze 

As {x) = (x-{- Ja) Ai {x) + p2. 

Zur Ermittlung von ^2 und p^ hat man zwei Bedingungs- 
gleichungen. Die erste derselben wird erhalten, wenn man in die 
letzte Formel x-{-qi statt Xx{x) setzt; hiedurch findet man 

A«(a:) = (a; + g,)(a; + g'i) + p2=ic'^ + (2i+?2)a; + 2i9«+P2. 

Nach Formel 22) ist 

lg{x) = a^-{- ß^x-^-x^. 

Durch Vergleich der beiden Ausdrücke für l^{x) folgt: 

ß% = qi+q% und a^ = qiq%-\-p2y 

woraus mit Rücksicht auf 16), 17) und die für qi aufgestellte Defi- 
nitionsgleichung 

resultiert; weiters ist 

Ps = «« — ?i 92 = «2 — ffi (/52 ~ ?i). 
Nun ist zufolge der Formeln 16) und 17) 

«» = giß» + t> = gißi --? J^y' 
ferner nach 8) 

9>i (1) = «P (1) «1 + ?> (2) = 9 (1) 9i + 9» (2). 
Hiemit ergibt sich schließlich: 

r, -a ß y<^) „ fl I ^_ y(l)gi+y(2) qt-iU) 

^*-«>P* 9,(0) ?iP» + 9»- ,p(o) -^(ö)-- 

Man bat also 

«___?ii).. « --?ii) 1^1(2) 9,,(i)^ 

^•- g>(0)' '?''-g,(0)"-9,,(l)' ^^ "^(ö)" 

für ^i ist der Wert Null zu nehmen, also ^i = zu setzen. 
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25. Beziehungen für die Bestimmung der weiteren, von 
Tehebyeheff eingeführten . Hilfsgrößen p und q. 

Aus der obersten Zeile des Schemas 20) folgen die Gleichungen 

a — «1 = 0, 
b -\- h' «1 — «2 = 0, 

C + C «1 -f- C" «2 «8 = 0, 

d -\- d'ai + d"a^ + d"'a^ — «4 = 0, 



Man multipliziere diese Gleichungen der Reihe nach mit ui, 1, 0, 

0, ; dann mit oj, ^9, 1, 0, 0, ; ferner mit «e» ft, ya» 1> 0» 

0, U.S.W. und addiere sodann jedesmal die Produkte. Um das 

Gesetz der Bildung von p und q zu erkennen, betrachte man die 
Gleichung, welche infolge der dritten Operation entsteht; diese heißt: 

80) m^ -f" ^i «1 + JP4 «2 + 94 «s — «^4 = 0. 

Hierin wurde zur Abkürzung gesetzt: 

W4 = «3 a + /J3 ^ + ys c + ^> 
714 = — «3 + /J3 6'+ y» c' 4- d'y 

Pa= —ßa +78 c"+ d'\ 

94 = — n + d'". 



31) 



Man betrachte nun die zwei letzten Gleichungen des Systems 12) 
und die Gleichung, welche aus der dritten des Gleichungssystems 8) 
hervorgeht, wenn in ihr % durch 9 ersetzt und ft = 3 gesetzt wird; 
also die Gleichungen 

<jp(l)a3 + <p(2)^3 + <)p(3)y8 + 9(4) = 0, 
(3P(2)«3 + ()P(3)/33 + 9(4)5/3 + 9(5) = 0, 

9 (3) «3 + 9 (4) /33 + 9 (5) 78 + 9 (6) = <P3 (3). 

Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach zuerst mit 
1, 0, 0, dann mit c^i, 1, 0, schließlich mit a^, ^2^ ^ und addiert jedes- 
mal, dann folgt mit Rücksicht auf die Beziehungen 8) 

9(1)^3+ fP(2)i5s+ <)p(3)y3+ 9>(4) = 0, 
32) - 9i (1) «3 + 9x (2) ft + 9i (3) n + 9^1 (4) = 0, 

92 (1) «8 + 9^2 (2) /Js + 9^ (3) ys + 9P2 (4) = 93 (3). 

Dividiert man die erste dieser Gleichungen durch 9(0), die 
zweite durch g?i (1) und die dritte durch 92 (2), so ergibt sich- mit 
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Rücksicht auf die eingeführten Bezeichnungen 16) und weil eufolge 
Gleichung 11) 92(1) = ist: 



33) 



«ja + zJafc + y, c +d =0, 
— «s + ßs b'-\- ^8 c' -{' d' = 0, 
-ft +ysc"+d''=- 



^8(3) 
92(2) 



folgt 



Vergleicht man diese Gleichungen mit den Gleichungen 31), so 

9b (3) 



7114 = 0, W4 = 0, ^4 = 



92(2) 



Die vierte der Gleichungen 31) kann man mit Bücksioht auf 
die in 16) und 17) eingeführten Bezeichnungen auch in der Form 

^ ya (3) (ps (^) 
^' <P2 (2) <]P8 (3) 

schreiben. Bestimmt man aus 30) die Größe a^, so erhält man, da 
m^ = und W4 ^ ist, 

Auf dieselbe Weise findet man 



34) 



Pk = 



qk = 



und 



q)H-i{h—l) 

y;^-2(fe— 1) 

9)Ä_2(Ä — 2) 9Pä-i(A— 1) 



9>Ä-i<A) 



35) 



cch = ?Ä a*-i +JP* a*-2. 



Durch die letzte Gleichung ist die Berechnung der Hilfsgröße 
an auf die Berechnung der zwei unmittelbar vorhergehenden 
Hilfsgrößen ah-i und «^-2 reduziert. Für A = l ist Pi=0 und 

<)P(1) 



9i = 



9(0) 



zu nehmen. 



Wenn man im Schema 17) alle leeren Stellen durch die Iden- 
tität = ergänzt und mit den folgenden Zeilen dieselben Opera- 
tionen vornimmt, durch welche aus der ersten Zeile der Ausdruck 
35) erhalten wurde, so folgt: 



36) 



ßh = qh ßk-i-\-ph ßh-2 + cch—i , 

rh = qh n-i -\-Ph n-2 +ßh-i, 
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Multipliziert man die Gleichungen 86) und 36) zuerst der Reihe 
nach mit ^(ft), fpiii -{-!), (p{fL'\-2) u. s. w. und addiert, multipliziert 
ferner dieselben Gleichungen 36) und 36) der Reihe nach mit 1, x, 
x\ x^ u. s. w. und addiert wieder, dann ergibt sich mit Rücksicht 
auf 8) und 22) 



{ 



hix) = qh h-i{x) ■^pHXh-.i{x)'\-xXh-i{x). 



Diese Formeln gestatten mit Hilfe der Größen p und q die 
Werte von q) und k zu bestimmen ; die Reihe der Größen a, /3, 7, — 
ist in diesem Falle hiezu nicht notwendig. Die gefundenen Größen 
sind für die Bildung der Koeffizienten des Polynoms^ welches yp 
darstellt, erforderlich. 

In den Ausdrücken 18) für die Koeffizienten Lq, Li, L^ u.s. w. 
kommen auch die Funktionen ^ vor. Es soll noch gezeigt werden, 
wie auch diese Funktionen unabhängig von cc, /3, y u. s. w. gefunden 
werden können. Zufolge 8) hat man 

V^(0) = V'(0), 

^1 (0) = ^ (0) ai + V' (1), 

V'2(0) = t/^(0)a, + ^(l)/32+^(2), 

^8(0) = ^(0)a8+i^(l)/38+^(2));s + ^(3), 



Diese Gleichungen multipliziere man der Reihe nach erstens 

mit — a, 1, 0, ; zweitens mit — 6, — b', 1, 0, ; drittens 

mit — c, — c', — c", 1, 0, u. s. w. und addiere jedesmal die 

Produkte. Man erhält alsdann mit Rücksicht auf die in 17) angeführten 
Beziehungen 

^s (0) = ^ (2) + 6 1^ (0) + 6>i (0), 

t^3 (0) = T^ (3) + c ^ (0) + c>i (0) + c'>, (0), 



oder zufolge der Bezeichnungen 16) und 18) 

t/^2(0) = t^(2) — (]p(2)/.o — 9>i(2)A, 

^3 (0) = 1/; (3) — (jp (3) Lo — (f, (3) L, — cp^ (3) L^, 
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26. Zusammenstellung der Rechnungsvorgänge für die Be- 
rechnung der einzelnen Glieder der Interpolationsfbrmel naeh 

dem Verfahren von Tehebyeheff. 

Nachstehend sei ein Schema gegeben, auf Grund welches nach 
dem Verfahren von Tehebyeheff die sukzessive Berechnung der 
Glieder der Interpolationsformel 

vorgenommen werden kann. In diesen Formeln erstreckt sich die 
Summierung stets auf alle Werte von i von i = l bis i = n, wobei 
n die Anzahl der Beobachtungen bedeutet. Man findet ferner in diesen 
Formeln die Größe p zur Bequemlichkeit der praktischen Rechnung 
mit entgegengesetztem Vorzeichen eingeführt. 

Erstes Olied L^Xoix). 



(p{0) = [giva]] 



in = - 



^ (0) = [9i "^i Vi] ; 
So = [9iyl]-Ll<p{oy 



Zweites Glied L^liix). 



9W = [9i'^^i^il 

<)P(1), 
(3P(0)' 



?i = 



^ ^_L^yi 






(p{2) = [giU^ixl]] 
(]Pi(l) = (jp(2)+5i(jp(l), 

^i(o) = ^(i) — £09(1); 

Ai (x) = x-\- qi, 



t{^) = [9iUiXiyi]; 



Drittes Glied L^l^i^y 



^ (3) = [9i ujxll 9 (4) = [9i "?^»-] ; 



'^ (2) = [9i ^.- ^hi] 'y 



{ 



p* = -- 



9i (2) = «P (3) + 9i «P (2). 
()P,(3) = (p(4) + </i(jp(3); 

_<Pj_{l) ^{1) _q>A2), 

«p(O)' i* 9(0) f,(iy 

i 9t (2) = 9^1 (3) + 9» 9i (2) + pt 9 (2), 
\V2(0) = V' (2) — ()p (2) Zo — ()0, (2) A ; 

#-2 (0) f Aj (a;) = (a; -f g,) Ai (x) — ji»,, 

9t (2) ' l Äg = Äi — Z^ (jpg (2). 
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- 


Viertes Glied LfXaix). 


9) (6) = 


= [gtufx^], tf 


{6) — [gi u^xl] ; !/» (3) — (>, «< xjyj ; 


1 V-i (4) = 
1 Vi (ö) ■- 


= 9 (6) + ?i 9' (4)) 
= 9 (6) + 21 9 (5); 


9s(8) — 9i(4) + g's9i(8) i's9(3), 

* 

\ 9s(4) — 9j(6) + g«9i(4) P»9(4); 




9^(2) 
^' 9.(1)' 


9i(2) 9«(»). 
'^» 91 (1) 9. (2) ' 




9» (3) = 92 (4) + ?3 9» (3) + J's 91 (3), 
^,(0)-^ (3)-9(.(3)Zo-(pi(3)Z.— (p,(3)i,; 




r *3 (0) 
' 93 (3) ' 


(Xs(x) — (x + ?,) A, (x) pi i.1 (x), 



Formeln zur Berechnung des Gliedes LfiXfi{x). 






9(2/i— 1)= [giufx^i^ % g? (2 iu) = [giufx^i^]; ^(/n) = [giUiXiyi]; 



9Pi(2^ — 2)= (p{2^—l)+ qiq>{2!i-2\ 
g)i(2/i— 1)= g)(2^) -I- gig?(2^— 1), 
g?8 (2 ^ — 3) = 9i (2 |ii — 2) + ^Tg 9,^ (2 ^ — 3) 
9?2(2/[i— 2) = 9i(2/[i— l) + 5'2 9^i (2/t — 2) 



j?2 qp (2 ft — 3), 
JP2SP(2/t— 2), 






j?^ 



y/ci-i(fi— 1 ) 

9/ti-2(fl — 2) 






9/ti (ft) = 9ft-i(^ + 1) + ?f* 9f*-i(l^) — Pf* ^^fi-sCf^)» 

^^ (0) = ^ (fi) — 9? (^) Lo — 95i (|[a) Li — — (pfi-iifi) L/ti-i; 



Z/fi = 



9?^ (fi) 



{A^ (x) = (a 
5f* = Sfi—i 



==(x4- qfi) X(i-i{x) — pft k[i-2{x)j 
- ^ fff^ (f^)- 
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27. Zusammenstellung der Rechnungsvorgänge für die Inter- 
polationsformel von TchebyeheflC wenn Funktionswerte be- 
kannt sind, welche äquidistanten Werten der unabhängigen 

Variabein entsprechen. 

Die Formeln im Punkte 26 dieses Abschnittes erhalten eine 

einfachere Gestalt, im Falle die Funktionswerte y = y^, y^^ , yn 

den äquidistanten Argumentenwerten :r=l, 2, , n entsprechen« 

Wenn in diesem Falle die wahrscheinlichsten Werte der Koeffi- 
zienten kfif k^y k^, einer Funktion 

y = K-\- k^x -^-k^x^ -\- 

ermittelt werden sollen, hat man zu setzen 

Die Glieder auf der rechten Seite können dann mittels der nach- 
folgenden Formeln berechnet werden, vorausgesetzl; daß alle Beob- 
achtungen von gleicher Genauigkeit sind, also ^i=l ist. Vorher soll 
der Vorgang angedeutet werden, wie man diese spezialisierten Formeln 
aus den allgemeinen Formeln erhält 

In den nachstehenden Formeln sind alle Summierungen bezüg- 
lich i von t = 1 bis i = n zu erstrecken ; ferner ist zu setzen : 

Jyi = yi^i — yi, ^^yi = ^yt^i — Jyt, ^8 2/< = ^2y.+i — ^«y,- u.s. w. 

Die Bezeichnungen (pri^), Xß{x) und L/i haben im vorliegenden 
Falle eine etwas andere Bedeutung als die gleichlautenden Bezeich- 
nungen im allgemeinen Falle. Hier ist 

1) ^ti{x) = 1 -]r (Pi{(i)x -\- (pi{li)x^ -\- H-9>^(f*)a^ 

und unterscheidet sich von Xfi{x) im allgemeinen Falle durch einen 
konstanten Faktor. Um die Bezeichnungen des allgemeinen Falles 
von jenen des speziellen Falles zu unterscheiden, sollen die Bezeich- 
nungen für den Spezialfall mit dem Zeichen (1) versehen werden. 

Wie entsteht nun L'iPl^^'{x) aus Lfikn{x)^ 

Hier soll nur der spezielle Fall /li = 1 betrachtet werden; mit 
anderen Worten, in 

2) ZPAp(x) = ZiAi(x) 

sollen Xi {x) und L^ derart modifiziert werden, daB ihr Produkt 
L'^n['\x) gibt. 
Es ist 

3) ^{x) = x-j-qi = qi{l-{---x). 
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Setzt man gemäß der Formel 1) 

4) ^a)(a:) = 1 + i a: = 1 + ^\l) x, 

so wird 

5) ^,{x)=q^m^y 

Für Xi = ij Qi = 1, f{Xi) = Ui=l folgt aus den Formeln des 
allgemeinen Falles (Punkt 26 dieses Abschnittes) 

9 (0) = [gi t^?] = n, ^ (0) = |>< Ui 3/,] = [y,], 

T t{0) [Vi] y«x r a 1 r-i w(w+l) 

^ = 7(0)=«' 9'(0 = [<7.«?«^*] = W = -^^' 

9» (2) = LS'<«< ^J = L* J = TTzTä ' 

9i(l) = 9^(2)+^,9P(l) = j-^-^ j-^, , 

Aus 4) folgt «,«5(1) = - = ?— . 

Aus 2) und 6) findet man Li j, i^^ (x) = L^^ ^ (x) ; hieraus er- 
gibt sich . 

9^1 (1) n(w — 1) 

Für den Faktor ^i (0) hat man 

. ^.(0) = ^{l)_L,y(l) = [ty,]_^[t] = [ty,]-Hiyil = 

Dieser Ausdruck für ti (0) kann noch transformiert werden 
Zu diesem Zwecke multipliziere man der Reihe nach 

yi=yi mit — (n— 1), 

y% = yi+^yi » — (w — 3), 

2^8 = y2 + -^y« = yi + ^yi + ^y2 « — (n — 5), 

ä^< = J/i + -^2/i+^y2 + + z/y,_i mit — (?i + l — 2i), 

y«_i = yi + 4yi+^y2-f -r^yn-2 mit — (— n+3), 

yn = yi + ^yi + ^J/2 + + ^y„_i „ — (— ?i + l), 
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und bilde die Summe der erhaltenen Produkte, so ergibt sich 

-[(n + l — 2t)j/,] = 0.t/i + l.(n-l)^yi + 2.(n-2)^j/a+ = 

= [i(n — t)ziy.]; 



hiemit wird 



£?)= 



8 [i{n- 



n— 1 



In derselben Weise lassen sich aus den allgemeinen Formeln 
des Punktes 26 dieses Abschnittes die anderen Formeln für den Spezial- 
fall (äquidistante Werte der unabhängigen Variabein) herleiten. 

Erstes Glied LqIo{x). 



Io = 



N . 



n 



^(a:) = l; 8o = [u^]-jLl 



Zweites Glied LiXi{x). 



i{7i — i) 



A = -r 



3 

n 



\t(7l — l) l 

L— IT- ^y^\ 



n — 1 



9i (1) = — 



71+ 1 



^ _ o nn—l 



A, (a;) = l + 9, (l)x. 





Drittes Glied LtXtix). 




A 


5 

n 


+ I){7l-i)i7l-i-l) 




71—1 71 — 2 






1 2 




9>,(2) = 


6 

71 + 


1 m (1^\ 




2' ^^(') (n + l)(n + 


2)' 




;i2(ic)- 


= 1 + 91 (2) x + <)P2 (2) a:2, 






s,= 


^^ 71 71— 1 71- 2 ^2 
5 71 — 1 71 — 2 

1 
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Viertes Glied Lahix). 



4 = 



[ 



t ( t + 1) (t + 2) (n — t)(n — i — l)(w — t— 2) 

1«.2».3« 



^äyj 



n 



n — 1 n — 2 n — 3 



• 8 



9>i(3) = — 



2(6««-{-16«-|-ll) 
(«+l)(n + 2)(n + 3) 



<)P,(3) = 



30 



(n + 2)(n + S) 



20 



''»^^^ (n + l)(n + 2)(n4-8)- 

A,(a;)= 1 + 9, (3)» + «jp, (3) «2 + 9, (3) x», 
„ „ nn — In — 2 n — S,, 



Und 80 weiter fort 
Die allgemeine Formel zur Ermittlung von Lq, Li, L^, ...., L^ 



heißt 



L^ = (- ly 



2,-,i[c+r)r70^H. 



w 



die Größen 



("7') 



qpi (1), 9i (2), 9i (3), , 9i (p), 

9a(2), 9«(3), , 9a(j:>), 

98(3), , tpf^{p\ 



ergeben sich eine nach der anderen ans der Formel 

wobei za setzen ist 

9o(0) = l, ()Po(l)=l, <)Po(2) = i, ; 

9^r(i) = für r>i; 9)^_i(i) = für r — l>i\ 

9r(i— 1) = für r>i — 1; ^,,(i-^i) = o für r>i+l. 
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Beispiel.*) Berechnung der Flugbahngleichung sphä- 
risehe^r Gp&frebosae (Rundgesehosse) bei gegebenem Elerft- 
tionswinkel aus den durch den Versuch ermittelten Ordi- 
naten, welche äquidistanten Abszissenwerten entsprechen. 

Beim Schießen von Rundgeschossen auf dem Wo Ikow sehen 
Felde im Jahre 1858 aus einer 24-pfündigen glatten Belagerungs- 
kanone mit einer Pulverladung von 8 Pfund Pulver unter einem Ele- 
vationswinkel von 1<^46' wurden auf vertikalen Netzen, welche aul 
60, 100, 160, 200, 260, 300, 360, 400, 450 Saschen (Klafter)**) vom 
Geschütz aufgestellt waren, nachfolgende, aus 22 Schüssen berechnete 
mittlere Werte der Ordinaten erhalten: 



Absziase x in SaeehSn 


Ordinate y in Kuß 


50 


1010 


100 


18-86 


150 


24-67 


200 


28-68 


250 


29-42 


300 


26-90 


350 


20-38 


400 


9-76 


450 


— 5-47 



Zur Berechnung der Flugbahngleichung aus diesen Daten sei 
dieselbe in der Form 

1) y = ax-\-bx'^-{'Cx^-\- 

angenommen. Um die in diesem Punkte für äquidistante Argumente 
abgeleiteteu Formeln anwenden zu können, muß man vorher die 

Formel 1) auf die Form y == fco "t" ^i ^ + *« ^^ + bringen. Dies 

geschieht dadurch, daß man beide Seiten von 1) durch x dividiert.***) 

*) Das Beispiel ist entnommen dem in russisoher Sprache erschienenen Werke 
von Majevski: ^^DarsteUung der Methode der kleinsten Quadrate", 1881 (Seite 223 
bis einschließlich Seite 230); es ist auch enthalten in „Traitö de baUistique ez- 
t^rieure" par Majeyski, 1873 (Seite 271 bis einschUeßlich Seite 275). 
**) 1 Sasoh6n = 7 Fuß = 2133 63 w». 

***) Die Division beider Teile der Gleichung 1) durch x fuhrt zur Anwenduog 
der Methode der kleinsten Quadrate auf die bezüglichen relativen Fehler der 
Ordinaten 

worin h die Größe der gleichweit abstehenden Intervalle bedeutet, statt diese Me- 
thode auf die absoluten Fehler der Ordinaten 

anzuwenden ; hiedurch wird die Wichtigkeit der beobachteten Ordinaten auf großen 
Entfernungen abgeschwächt. Siehe auch den Schluß zum 1. Beispiel auf Seite 165 
im I. Bande. 
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Hiedurch resultiert: 

2) u = ^ = a-{-bx-\-cx^ + 



X 



Bei in Saschen ausgedrückten x und in Fuß ausgedrückten y 
hat man 

X in SaschSn u 



50 
100 
150 
200 
250 
300 
350 
400 
450 



0-2020 
0-1885 
0-1646 
0-1434 
0-1176 
00897 
0-0581 
0-0244 
0-0122 



Nimmt man 50 Saschen als Mafieinheit für die Abszissen an 
und bezeichnet diese zum Unterschiede von jenen Abszissen, deren 
Maßeinheit eine Saschen ist, durch x\ so hat man in den Formeln 
dieses Punktes x = x' und, weil die Anzahl der beobachteten Ordinaten 
neun beträgt, n = 9 zu setzen. Hienach kann folgende Tabelle zu- 
sammengestellt werden. 





Ui 


^Ui 


^^Ui 


^»«.- 


1 

2 

3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 


0-2020 
0-1885 
01645 
0-1434 
01176 
0-0897 
00581 
0-0244 
-0-0122 


1 

— 00135 

— 0-0240 i 

— 0-0211 

— 00258 
! -0-0279 
1 —0-0316 

. —0-0337 , 

— 00366 i 


— 00105 
0-0029 

— 00047 
; —0-0021 
1 —0-0037 
i — 0-0021 

00029 


1 

i 00134 

! -0-0076 

0-0026 

— 0-0016 
00016 

— 0-0008 


1 
1 
' 


1 

1 

1 

1 


1 

1 


0-9760 — [ui] 


1 

1 



Um u durch ein Glied LqXq{x') auszudrücken, hat man 
T W — 0-9760 



n 



= 0-10844, Ao (^') = 1, 



folglich 



ioAo(a;') = 0-10844. 



XJm die Summe der Fehlerquadrate Sq zu finden, sind fol- 
gende Berechnungen auszuführen: 
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u\ 




0040 804 00 




0*035 532 25 




0-027 060 25 




0-020 563 56 




0-013 829 76 




0008 046 09 




0-008 375 61 




0000 595 36 




0-000 148 84 


Kl- 


0149 985 82 


1^0 - 


-0-105 833 11 


5„- 


0-044 152 71 



Der mittlere Fehler, mit welchem das gefundene Glied die 
gegebenen Größen u ausdruckt, folgt aus 

ft = 1/^ = 0-070. 



Y^ = 0-i 



Weil ein so großer mittlerer Fehler unzulässig ist, so wird das 
zweite Glied L^ X^ (x) gesucht. Hiezu ist zunächst die durch L^ aus- 
gedrückte Summe zu berechnen. Man findet 

1.8. — 0-0135 = — 0-1080 
2.7. — 0-0240 = — 0-3360 
8.6. — 00211 = — 0-3798 
4.5. — 0-02Ö8 = — 0-5160 
5.4. — 0-0279 = — 0-5580 
6.3. — 00316 = — 0-6688 
7.2. — 0=0337 = — 0-4718 
8.1. — 0-0366 = — 0-2928 



p-^7-i>^«J = - 3-2312; 

setzt man diesen Summenwert in den Ausdruck für Li ein, so er- 
gibt sich 

ii = 0-13463. 

Ai (a;') = 1 — — a;', 



J 
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somit ist 

ii Ai (a;') = 0-134 63 — 0*026 926 o;'. 

Zur Bestimmung von Si hat man 

Sq= 0-044 152 71 

n n — 1 ^o 

r— i? = — 0043 500 57 

3 w + 1 



Si = 0-000 652 14. 

« 

Der mittlere Fehler, mit welchem die beiden ersten Glieder die 
Größen u ausdrücken, resultiert aus 



fL=y — = 00085. 



Da dieser Fehler noch zu groß ist, so ist das dritte Glied 
//sAs(x'') zu bestimmen. Zu diesem Zwecke hat man zunächst die 
durch L^ ausgedruckte Summe zu berechnen. Man findet 

i{i-]-l){n—i){n — i—l) ^^^^ 

1^2^ ^ ""' 

1.28. — 0-0105 = — 0-2940 

3. 21. + 0-0029= 0-1827 

6.15. — 0-0047 = — 0-4230 
10.10. — 0-0021 = — 0-2100 
15. 6. — 0-0037 = — 0-3300 
21. 3. — 0-0021 = — 0-1323 
28. 1. — 0-0029= — 0-0812 



setzt man diesen Summenwert in den Ausdruck für L^ ein, so folgt 

^2 = — 0025 552. 

somit ist 

Lg As {x') = — 0-025 552 + 0-013 937 x' — 0-001 393 7 xK 
Zur Bestimmung von S^ hat man 

Si = 0-000 652 14 

n 71 — In — 2^„ 
— - • — — - • - - - if = — 0-000 598 30 
5 n + 1 7i + 2 ^ 



,S'2 = 0-000 053 84. 

Kos &k, Aasgleicbong von Beobachtungen. II. i^ 
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Der mittlere Fehler, mit welchem die drei ersten Glieder die 
Größen u ausdrücken, ergibt sich aus 



-r^=« 



•0024. 

Diesen mittleren Fehler kann man als zulässig erklären; essoll 

aber noch die Berechnung des vierten Gliedes L^ A3 {x') gezeigt werden. 

Hiezu ist zunächst die durch L^ bezeichnete Summe zu berechnen. 

Es ist 

i(i+l)(t + 2)(n- t)( n~z-l)(7i-z-2) 

12.22.32 " ^ ^* 

1.66. 0-0134= 0-7504 

4.35. — 0-0076 = — 1-0640 

10 . 20 . 0-0026 = 0-5200 

20 . 10 . — 0-0016 = — 0-3200 

35. 4. 0-0016= 0-2240 

56. 1.-0-0008 = — 0-0448 

rf(i4-l)(i+2)(n~i)(« — i— l)(n — i— 2) ,, i 

[ ^ ^ ^^ ^ ^^ l ^r".3^~~~ ^"^ H = O'Oi^b^; 

setzt man diesen Summenwert in den Ausdruck für L^ ein, so er- 
gibt sich 

La = —0000 911 

587 ,^, 10 / X 1 

^^('> = -66Ö ^^^^) = U ^«(^)=-^' 

w '^ 1 587 , . 10 ,_ 1 ,3 

somit ist 

Lg ^ {x') = — 0-000 911 -f- 0-000 810 x -— 0-000 207 1 x'^ + 0-000 013 8 x\ 
Zur Bestimmung von S^ hat man 

62 = 0-000 053 84 

n n — In — 2 n — 3^« «^ ^^^ 

— - • — —- • — - „ • — ,-— Li = — 0-000 000 27 
7n+l7i+2n+8 ^ 



63 = 0-000 053 57. 

Der mittlere Fehler, mit welchem die vier ersten Glieder die 
Größen u ausdrücken, resultiert aus 



-r?= 



0-0024. 



Bei den gefundenen 4 Gliedern der Reihe stehen bleibend, erhält 
man für die gesuchte Größe u 
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0-108 44 

0-134 63 — 0-026 93 cc' 
0-025 55 -f- 0-013 94 ic' 
0000 91 + 0-000 81a:' 



0-001 394 a:'2 

0-000 207 oi'^ + 0-000 013 8 x^ 



u = 0-216 61 — 0-012 18 x — O'OOl 601 x^ + 0000 013 8 x'^ 

X 

Weil x' = -— ist, so hat man 
60 

u = 0-216 61 — 0-000 243 6 x — 0-000 000 6404 a;« -j- 0000000 000 1104 a;». 

y 

Da u = - gesetzt wurde, so folgt schließlich für die zu suchende 

X 

Flugbahngleichung 

y=0-216 61x — 0000 243 6 a;2— 0-000 000 6404 a;3J- 0-000 000000 1104X*; 

hierin erscheint x in Saschen und y in Fuß ausgedrückt. 

Wenn man mit Hilfe dieser Gleichung die Werte der Ordinaten 
für jene Abszissenwerte berechnet, für welche die Ordinaten durch 
Beobachtung gefunden wurden, so erhält man die folgende Zusammen- 
stellung 

X in Saschän 

50 
100 
150 
200 
250 
300 
350 
400 
450 

Der Vergleich mit den durch Beobachtung gefundenen Werten 
läßt nichts zu wünschen übrig und bestätigt neuerdings die Zu- 
lässigkeit der Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf 
die Schießtheorie. 

Eine weitere nützliche Anwendung der Interpolationsformeln 
nach der Methode der kleinsten Quadrate findet man in „Memoire 
sur les experiences faites a Tetablissement de M. Krupp, a Essen, 
au mois de novembre 1867, pour determiner les pressions des gaz 
de la poudre dans Tame des bouches a feu; par N. Mayevski". 
Extrait du tome XXI des Memoires couronnes et autres Memoires, 
publies par TAcademie royale de Belgique. — 1869. 

13* 



y in Fuß 
gerechnet 


y in Fuß 
beobachtet 


Differenz zwischen 
der gerechneten 
und der beobach- 
teten Ordinate 


1014 


10-10 


0-04 


18-60 


18-85 


— 0-25 


24-95 


24-67 


0-28 


28-63 


28-68 


— 0-05 


29-36 


29-42 


— 0-06 


26-66 


26-90 


— 0-24 


20-17 


20-33 


— 0-16 


9-51 


9-76 


0-25 


— 5-68. 


5-47 


— 0-21 
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28, Allgemeine Anhaltspunkte für die Durchführung von 
Rechnungen, wenn die Reihe der Abgangswinkel gegeben ist. 

Sei <pa! der der horizontalen Entfernung x entsprechende Ab- 
gangswinkel, so kann gesetzt werden 

wobei kl = ^>- • Man kann dann, wenn V bekannt ist, für die weitere 
Rechnung die Formel 

sin2(pa: — ^x = k2X^-\-k^x^ + 

zu Grunde legen. Sind die Werte des Argumentes x äquidistant 
vorausgesetzt, so wird man die vereinfachten Formeln des speziellen 
Falles im Punkte 27 dieses Abschnittes benützen und den Versuch 
in nachstehender Weise durchführen. 

Beim Gewehre werden in gleichen Abständen voneinander und 
vom schießenden Gewehre Scheiben aufgestellt und die beim Schießen 
erhaltenen Terrainwinkel vom Gewehre zum mittleren Treffpunkte 
der abgegebenen SchuBserie von dem tatsächlichen Abgangswinkel 
abgezogen, um vergleichbare Resultate zu erhalten. 

Bei Geschützen schießt man am besten auf 1000 m, 2000 m, 3000 m 
u. s. w. mit Abgangswinkeln, welche annähernd diese Distanzen ergeben. 

Die aus Versuchen erhaltenen, diesen Abgangswinkeln zuge- 
hörigen mittleren Schußweiten können auf allen Entfernungen als 
mit gleicher Genauigkeit ermittelt angesehen werden, ohne daß durch 
diese der Wirklichkeit nicht ganz entsprechende Annahme ein größerer 
Fehler begangen wird. 

Findet das Schießen an verschiedenen Tagen statt, so müssen 
überdies die erhaltenen Schußweiten auf ein und dasselbe spezifische 
Luftgewicht und auf Windstille reduziert werden. 

Hat man die Entfernungen, welche den verschiedenen Abgangs- 
winkeln entsprechen, ermittelt, so sucht man die Differenz ^x der 
gefundenen Entfernung von der nächstliegenden der äquidistanten 
Schußweiten 1000 w, 2000 w, 3000 7h u. s.w. und berechnet mittels der 
betreffenden Formeln der äußeren Ballistik die Änderung ^(p des 
Abgangswinkels, welche notwendig ist, um eine Schußweite von 
1000 m beziehungsweise 2000 m u. s. w. zu erreichen. 

Auf diese Weise findet man die Abgangswinkel, welche äqui- 
distanten Schußweiten entsprechen, und kann nunmehr die verein- 
fachten Formeln des speziellen Falles im Punkte 27 dieses Abschnittes 
anwenden. 
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Benützte Quellen. 

Bei der Bearbeitung dieses Abschnittes wurden vorzugsweise 
nachstehende Werke benützt: 

Ausführliches Lehrbuch der höheren Mathematik von Adam 
Burg. Erster Band. Wien 1832. 

Vollständiger Lehrkurs der reinen Mathematik von L. B. Fran- 
coeur, aus dem Französischen übersetzt von Dr. Edmund Külp. 
Zweiten Bandes drittes Buch. Bern, Chur und Leipzig 1850. 

Lehrbuch der Elementar-Mathematik von Dr. Theodor Witt- 
stein. Dritter Band. Erste Abteilung. Zweite Auflage. Hannover 1880. 

Lehrbuch der höheren Mathematik von Dr. Josef Ph. Herr. 
Dritte verbesserte Auflage. Erster Band. Wien 1877. 

Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens von Dr. Heinrich 
Bruns. Leipzig 1903. 

Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate mit Anwendungen auf die Geodäsie, die Physik und die 
Theorie der Meßinstrumente von F. R. Helmert. Zweite Auflage. 
Leipzig und Berlin 1907. 

Die Theorie der Wahrscheinlichkeit und ihre Anwendung im 
Gebiete des Schießwesens von Nikolaus Wuich. Wien 1877. 

Sur Tetablissement et Tusage des tables de tir par E. Jouf fret. 
Paris 1874. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, ihre Anwendung auf das 
Schießen und auf die Theorie des Einschießens von N. Sabudski, 
aus dem Russischen übersetzt von Ritter von Eberhard. Stutt- 
gart 1906. 

Traite de balistique exterieure par N. Mayevski. Paris 1872. 



V. Abschnitt. 



Streuung und deren Ursachen. 

A. Streuung der Flugbahnen. 

1. Streuung der Trefii)unkte im einfachen Trefferbilde. 

Bei Untersuchung von Schießergebnissen sind zwei Fälle ge- 
sondert zu unterscheiden: 

a) Die Treffpunkte der Geschosse liegen alle in einer Ebene — 
Schießen von Äufschlaggeschossen — und 

h) die Sprengpunkte der mit Zeitzündern versehenen Geschosse 
sind im Räume nach allen Richtungen verteilt — Schießen von 
Tempiergeschossen oder Zeitzündergeschossen. 

In diesem Abschnitte werden jene Ursachen angegeben, durch 
welche die verschiedenen Lagen der Treffpunkte beziehungsweise 
der Sprengpunkte hervorgerufen werden. 

Wird aus einer Feuerwaffe unter anscheinend vollkommen 
gleichen Verhältnissen in unmittelbarer Aufeinanderfolge eine Anzahl 
von Schüssen mit Aufschlaggeschossen abgegeben, so werden die 
Treffpunkte nicht in einem Punkte zusammenfallen, sondern sich 
auf der Zielfläche verteilen und man erhält ein sogenanntes ein- 
faches Trefferbild, welches, je nachdem die Zielfläche eine hori- 
zontale oder vertikale Ebene ist, horizontales oder vertikales 
einfaches Trefferbild genannt wird. 

Die Existenz verschiedener Treffpunktslagen zeigt, daß die Flug- 
bahnen der einzelnen Geschosse nicht in eine einzige zusammen- 
fallen, sondern daß sie eine Flugbahngarbe oder den sogenannten 
Flugbahnkegel bilden. Entsprechend der Bezeichnung „einfaches 
Trefferbild" spricht man mitunter von einer einfachen Flugbahn- 
garbe. 

Die Erscheinung der Abweichung der einzelnen Bahnen und 
Treffpunkte voneinander trotz scheinbar gleicher Schußelemente wird 
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Streuung der Flugbahnen, auch Streuung der Treffpunkte 
oder kurz Streuung, ihre Ursachen werden Streuungsursachen 
oder zufällige Ursachen genannt. 

Die Streuungsursachen oder zufälligen Ursachen bei einer 
Feuerwaffe sind in UngleichmäBigkeiten der Abgangsrichtung, der 
Anfangsgeschwindigkeit, der Luftdichte, der Form und Querschnitts- 
belastung (Kaliber und Gewicht) des Geschosses, der Abgangsrichtung 
der Geschoßachse, der Richtung und Stärke des Windes u. s.w. zu suchen. 

Die Abgangsrichtung wird sich bei der einzelnen Feuer- 
waffe infolge der Veränderlichkeit des Vibrations-(Erhebungs-) Winkels 
von Schuß zu Schuß ändern ; auch kann sie dadurch beeinflußt werden, 
daß der Geschoßschwerpunkt nicht genau in der Längenachse des 
Geschosses liegt; ferner tragen Richtfehler des Mannes und beim 
Gewehr außerdem Fehler im Abkommen, schließlich die beim Aus- 
strömen der Pulvergase aus der Mündung entstehenden Seitendrücke 
zur zufälligen Änderung der Abgangsrichtung bei. 

Gewisse UngleichmäBigkeiten in der Bedienung und Hand- 
habung der Feuerwaffe sind selbst bei der sorgfältigsten Ausbildung 
des Soldaten unvermeidlich und bilden gleichfalls ein Glied in der 
Reihe von Zufälligkeiten, welche die Streuung verursachen. So ist 
es beispielsweise unmöglich, die Richtmittel, welche einen verschie- 
denen Grad von Empfindlichkeit haben, beim Gebrauche gleichmäßig 
einzustellen, sowie es auch unmöglich ist, die durch die Visierpunkte 
bestimmte Yisierlinie in jedem Falle genau auf denselben Punkt 
einzustellen. Verschiedenheiten in dieser Hinsicht involvieren aber 
Änderungen der Abgangsrichtung, mithin auch Änderungen in der 
Lage der Flugbahn. 

Die wichtigsten zufälligen Ursachen, welche Ungleichmäßigkeiten 
in der Anfangsgeschwindigkeit bedingen, sind: Unterschiede im 
Gewichte der Pulverladung, in der Lagerung, Größe (Oberfläche) 
und Dichte der Pulverelemente. (Röhre, Band, Plättchen, Scheibchen 
u. s. w.) sowie in der chemischen Zusammensetzung, im Feuchtigkeits- 
gehalte und der Temperatur des Pulvers (Ungleichheit der chemischen 
Vorgänge bei der Verbrennung) ; Verschiedenheiten im Gewichte und 
Kaliber der Geschosse, in den Dimensionen der Führungsteile der- 
selben, wechselnde Beschaffenheit der Bohrung, bedingt durch den 
Grad der Erhitzung des Rohrmetalles, durch Pulverrückstände im 
Laderäume sowie durch Verunreinigung der Bohrung; verschiedene 
Einwirkung der Zündmittel auf die Pulverladung; Verschiedenheiten 
in der Größe des anfänglichen Verbrennungsraumes, welcher durch 
verschiedenes Ansetzen der Geschosse beeinflußt werden kann u. s. w. 
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Unterschiede in der spezifischen Querschnittsbelastung, Ge- 
schoßform, Schwerpunktslage, ferner die anfängliche Stellung der 
Längenachse des Geschosses in Bezug auf die Abgangsrichtung, die 
von der veränderlichen Anfangsgeschwindigkeit abhängige und des- 
halb selbst veränderliche Rotationsgeschwindigkeit bedingen Ver- 
schiedenheiten in dem Einflüsse des Luftwiderstandes auf die Ge- 
schoßbewegung. 

Außer den zufälligen oder Streuungsursachen treten bei einer 
Feuerwaffe noch sogenannte regelmäßige oder systematische 
Ursachen auf, durch welche das Trefferbild nur eine Verschiebung 
im Sinne dieser Ursachen erfährt, während die Gruppierung der 
Treffer durch dieselben nicht beeinflußt wird. 

Zu den regelmäßigen oder systematischen Ursachen ge- 
hören: Fehlerhafte Stellung der Visierpunkte oder der Richtbogen- 
(Quadranten-)Ebene (schiefer Räderstand beziehungsweise nicht hori- 
zontale Schildzapfenachse, Verdrehen der Feuerwaffe); Fehler in der 
Distanzbestimmung; konstante Abweichung der herrschenden Luft- 
dichte — Tagesdichte — von der Normaldichte, d. h. jener Dichte, 
welche der Ermittlung des erforderlichen Abgangswinkels zu Grunde 
gelegt wurde (Höhenlage des Schießplatzes) ; konstante Windströmung; 
Einfluß der Eigenbewegung des Geschützes, z. B. auf Schiffen; Ab- 
weichung der Beschleunigung der Schwere und des Einflusses der 
Erdrotation am Schießorte von jenen, welche der Ermittlung der Schuß- 
elemente zu Grunde gelegt wurden; die atmosphärische Refraktion, 
durch welche der richtende (zielende) Mann das Ziel in einer Lage er- 
blickt, welche von der wirklichen abweicht; ungünstige Beleuchtung der 
Visierpunkte oder des Zieles ; veränderter Zustand der Munition u. dgL 

Die durch die regelmäßigen Ursachen hervorgerufenen Geschoß- 
abweichungen können entweder im vorhinein berechnet, daher auch 
berücksichtigt werden, oder sie können nachträglich durch eine 
entsprechende Korrektur beseitigt werden, sobald deren Größe em- 
pirisch festgestellt wurde. 

Beim praktischen Schießen sind die regelmäßigen Fehler- 
ursachen zu Beginn der Feuertätigkeit nur teilweise, meist aber gar 
nicht bekannt. Es muß daher zuerst das Einschießen erfolgen, 
welches die durch die regelmäßigen Ursachen hervorgerufenen Ab- 
weichungen der Trefferbilder ausschalten soll. 

Aus dem Vorhergehenden erkennt man, daß die durch die zu- 
fälligen Ursachen hervorgerufenen Geschoßabweichungen unaus- 
schaltbar, jene durch die regelmäßigen Ursachen hervorgerufenen 
hingegen ausschaltbar sind. 
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2. Mittlerer Treffpunkt einer Sehußserie und mittlerer Treff- 
punkt. Streuungsfläehe. Trefferbildachsen. 

Es sei die Annahme gemacht, daß man die genauen Schuß- 
elemente, welche für das Schießen mit einer Feuerwaffe gegen einen 
bestimmten, beispielsweise auf einer zur Schußrichtung senkrechten 
Zielebene — Scheibe — markierten Punkt erforderlich sind, kennt 
und auch benützt, und daß keine regelmäßigen Ursachen auf eine 
Ablenkung der Geschosse hinwirken. Daß trotzdem nicht alle Schüsse 
den in Betracht gezogenen Punkt treffen werden, wurde bereits er- 
kannt. Vielmehr werden die einzelnen Treffer der Größe und dem 
Sinne nach verschiedene Entfernungen, Abweichungen genannt, 
von irgend einer in der Scheibenebene durch den erwähnten Punkt 
gezogenen Geraden aufweisen. 

Die durch die zufälligen Ursachen hervorgerufenen Abweichungen 
der Treffpunkte folgen einander hinsichtlich ihres Sinnes bei ober- 
flächlicher Beurteilung anscheinend völlig regellos. Und doch weisen 
sie eine bemerkenswerte Gesetzmäßigkeit auf, welche umso deutlicher 
hervortritt, je mehr Treffer sich zu einem Trefferbüde vereinen. Diese 
Gesetzmäßigkeit äußert sich darin, daß die Anzahl oder die Dichte der 
Treffer (in der etwa zur Schußrichtung senkrecht gedachten Scheibe 
von hinreichender Ausdehnung) in der Umgebung eines, ungefähr die 
Mitte des Trefferbildes einnehmenden Punktes am größten ist und von 
da nach allen Richtungen hin ziemlich rasch abnimmt. Dieser Punkt 
wird als der mittlere Treffpunkt der Schußserie bezeichnet. 
Stillschweigend wird hiebei eine endliche Sohußzahl vorausgesetzt. 

Wie man diesen ausgezeichneten Punkt bestimmt, ist im Punkte 4 
dieses Abschnittes angegeben. Im Punkte 6 wird gezeigt, daß die Summe 
der Quadrate der Abstände der einzelnen Treffer von irgend einer 
durch den mittleren Treffpunkt der Serie gezogenen Geraden (Fehler- 
quadratsumme) ein Minimum wird; es ist also insbesondere auch die 
Summe der Quadrate der in horizontaler Richtung genommenen Ab- 
weichungen und ebenso jene der in vertikaler Richtung genommenen 
Abstände ein Minimum. 

Es sei schon hier darauf hingewiesen, daß sich durch Anreihung 
eines Treffers oder mehrerer Treffer zu einem bereits gegebenen 
Trefferbilde die Lage des der gesamten Schußserie zukommenden 
mittleren Treffpunktes ändert. 

Die dem mittleren Treffpunkte einer Schußserie entsprechende 
Greschoßbahn wird die mittlere Flugbahn dieser Schußserie 
genannt 
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Der Ort, wo sich der mittlere Treffpunkt einer Schußserie be- 
finden soll, heißt beabsichtigter mittlerer Treffpunkt der 
Schußserie zum Unterschiede von dem wirklichen mittleren 
Treffpunkte der Schußserie, d. i. dem Orte, wo der mittlere 
Treffpunkt der Schußserie sich tatsächlich befindet. 

Von dem einer Serie von Schüssen beschränkter Anzahl zu- 
kommenden mittleren Treffpunkt ist jener mittlere Treffpunkt zu 
unterscheiden, welcher aus einer unendlich großen Anzahl von 
unter scheinbar gleichen Verhältnissen abgegebenen Schüssen resul- 
tieren würde. Dieser Punkt heißt der mittlere Treffpunkt; man 
sieht leicht ein, daß dieser nie genau bestimmt werden kann. 

Gegebenen und scheinbar unveränderlichen Bedingungen des 
Schießens entspricht ein ganz bestimmter mittlerer Treffpunkt. Zur 
Vorstellung, desselben gelangt man auf folgende Art: 

Wenn bei einer Serie von Schüssen, die aus einer Feuer- 
waffe abgegeben wird, die Bedingungen des Schießens kon- 
gruent wären, so müßten sich die Bahnen der Geschoßschwerpunkte 
vollkommen decken; alle Bahnen der Serie wären dann in einer 
einzigen Bahn konzentriert. Solchen Bedingungen entspräche in der 
Zielfläche ein ganz bestimmter Punkt, nämlich der gemeinsame 
Durchgangspunkt sämtlicher Bahnen. Dieser Punkt wäre der mittlere 
Treffpunkt, die ihm entsprechende Bahn die mittlere Flugbahn. 
Die Erfahrung lehrt jedoch, wie schon gesagt wurde, daß sich die 
Bedingungen des Schießens von Schuß zu Schuß ändern, man erhält 
anstatt einer einzigen Flugbahn eine Garbe von Flugbahnen, die so- 
genannte einfache Flugbahngarbe. 

Werden die äußersten Treffpunkte miteinander kontinuierlich 
verbunden, so schließt die so erhaltene geschlossene Linie die 
Streuungsfläche ein. Mit zunehmender Schußzahl macht sich sowohl 
in der Gestalt der Streuungsfläche als auch in der Gruppierung der 
Treffer eine symmetrische Anordnung bezüglich zweier zu einander 
senkrechten Achsen immer deutlicher geltend. Diese Achsen liegen 
bei vertikalen und horizontalen Scheiben in der durch die Schuß- 
richtung gedachten Vertikalebene und senkrecht zu derselben. 

Diese zwei Achsen heißen die Trefferbildachsen des Systems. 
Ihr regelmäßiges Auftreten läßt sich einfach dadurch erklären, daß 
die Streuungsursachen hauptsächlich nach zwei Richtungen, der 
vertikalen und horizontalen, in unabhängiger Weise tätig sind, 
oder anders ausgedrückt, es ruft ein Teil der Fehlerursachen allein 
in der Richtung der einen Trefferbildachse, ein anderer Teil unab- 
hängig von dem anderen allein in der Richtung der zweiten Treff er- 
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bildaohse Abweichungen hervor. Die gewählte Bezeichnung erscheint 
dadurch gerechtfertigt, daß in Bezug auf diese beiden Geraden 
achsiale (orthogonale) Symmetrie*) im Trefferbilde herrscht, oder 
mit anderen Worten, jedem Treffer auf einer Seite der Achse ent- 
spricht mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein symmetrisch gelegener 
Treffer auf der anderen Seite der Achse. Diese Eigenschaft kommt 
in einem Trefferbilde, dessen Ausdehnung in einer Richtung von der 
Lage derselben abhängig ist, nur den erwähnten Achsen zu; in 
Bezug auf jede andere Richtung kann von achsialer Symmetrie nicht 
gesprochen werden. Nur dann, wenn zufällig die Streuungen nach 
den beiden Richtungen der Achsen gleich groß sind, herrscht be- 
züglich jeder durch den mittleren Treffpunkt gelegten Geraden 
achsiale Symmetrie. 

Die Bestimmung der Richtungen der Trefferbildachsen enthält 
der Punkt 8 dieses Abschnittes, ferner der VIII. Abschnitt, welcher 
das Gesetz der Fehler in der Ebene behandelt. 

Ein das Trefferbild umfassendes Rechteck, dessen Seiten zu 
den Trefferbildachsen des Systems parallel sind, heißt Streuungs- 
rechteck. 

Die Gruppierungsgesetze der Bahnen in der einfachen 
Flugbahngarbe beziehungsweise der Treffer im einfachen 
Trefferbilde bilden den Gegenstand der Treffwahrschein- 
lichkeitstheorie. 

3. Streuung der mittleren Treffpunkte. Zusammengesetzter 

mittlerer Treffpunkt. 

Denkt man sich mehrere Feuerwaffen derselben Gattung gegen 
denselben Zielpunkt gleichzeitig tätig, d. h. es wird aus jeder dieser 
Feuerwaffen eine Serie von Schüssen abgegeben, so müßten bei voll- 
kommen gleichem Verhalten der Feuerwaffen und gleichen Schuß- 
elementen die diesen Serien zukommenden mittleren Treffpunkte der 
einzelneii Feuerwaffen in einem Punkte der Zielfläche zusammenfallen. 
Dies wird jedoch infolge der unvermeidlichen Verschiedenheiten in den 
einzelnen Feuerwaffen und ihrer Richtmittel, ferner infolge der Un- 



*) Die Drehung einer ebenen Figur um eine Achse, die in ihrer Ebene 
liegt, um einen gestreckten oder flachen Winkel (180"), heißt Umwendung oder 
Ümklappung. Eine Figur, welche nach einer Umwendung ihre Anfangslage deckt, 
heißt symmetrisch in Bezug auf die Drehachse. Zwei Stücke, die bei der 
Umklappung ihre Lagen vertauschen, heißen entsprechend oder homolog. Über 
zentrische Symmetrie siehe die Fußnote zum Punkte 5 dieses Abschnittes. 
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gleichheiten bei der Bedienung und Handhabung der Feuerwaffen 
und ihrer Richtmittel, wodurch insbesondere der Zielpunkt nicht 
mit gleicher Schärfe erfaßt wird, weiters infolge der Ungleichheiten 
im Gewichte und der Elastizität der Schießgestelle, im Verhalten 
deren Unterlagen u. s. w. nicht der Fall sein, sondern die mitt- 
leren Treffpunkte werden sich über eine gewisse Fläche ausbreiten, 
was man Streuung der diesen Serien zukommenden mitt- 
leren Treffpunkte nennt. Diese Streuung wird also durch die 
bei den einzelnen Feuerwaffen auftretenden regelmäßigen Ur- 
sachen, die sich aber von Feuerwaffe zu Feuerwaffe ändern, hervor- 
gerufen. So wird z. B. eine Feuerwaffe konstant höher (weiter), 
eine andere konstant tiefer (kürzer) schießen als die übrigen u. s. w., 
so daß sich hiedurch Porteedifferenzen ergeben. Durch das Ein- 
schießen werden die Folgen der regelmäßigen Ursachen wohl tunlichst 
verkleinert, aber nie ganz ausgeschaltet werden können. Die den 
einzelnen Feuerwaffen zukommenden regelmäßigen Ursachen be- 
kommen beim Zusammenwirken der Feuerwaffen den Charakter der 
Zufälligkeit. Das Trefferbild dieser mittleren Treffpunkte muß, weil 
durch zufällige Ursachen bedingt, dieselbe gesetzmäßige Gruppierung 
aufweisen, wie das einfache Trefferbild. 

Bezüglich der Qualifikation der Ursachen als regelmäßig ist 
es also notwendig, zu unterscheiden, ob man ein einfaches oder zu- 
sammengesetztes Trefferbild vor sich hat; denn gewisse Ursachen, 
welche beim einfachen Trefferbilde den Charakter von regelmäßigen 
Ursachen haben, erhalten beim zusammengesetzten Trefferbild den 
Charakter der Zufälligkeit. 

Sieht man von der Streuung der mittleren Treffpunkte ab und 
berücksichtigt nur die den einzelnen Feuerwaffen eigentümlichen — 
als gleich angenommenen — Streuungen, so resultiert eine Flugbahn- 
garbe beziehungsweise ein Trefferbild, das dieselbe Ausdehnung er- 
warten läßt und dieselben Gruppierungsgesetze besitzt wie die einfache 
Flugbahngarbe beziehungsweise das einfache Trefferbild. Die Gruppie- 
rung der Treffer wird jedoch dichter als im vorhergehenden Falle sein. 

Kombiniert man die Streuung der mittleren Treffpunkte mit der 
Streuung der einzelnen Waffen, so ergibt sich das den wirklichen Ver- 
hältnissen entsprechende zusammengesetzte oder kombinierte 
Trefferbild, auch Trefferbild im Abteilungsfeuer genannt. 
Der einem solchen Trefferbilde entsprechende mittlere Treffpunkt 
heißt zusammengesetzter mittlerer Treffpunkt der Serien. 

Die den Treffpunkten im zusammengesetzten Trefferbilde zu- 
kommenden Bahnen bilden die zusammengesetzte Flugbahn- 
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garbe; mitunter wird letztere als Flugbahngarbe beim Ab- 
teilungsfeuer bezeichnet. 

Die vorstehend angeführten Begriffe über die Streuung der 
mittleren Treffpunkte und das zusammengesetzte Trefferbild treten 
klar aus dem folgenden Beispiele, welchem das Schießen aus Hand- 
feuerwaffen zu Grunde gelegt ist, hervor. Hiebei geht man zunächst 
von idealen Voraussetzungen aus und betrachtet 2; Schützen, welche 
sich sowohl vollkommen kongruent verhalten als auch mit voll- 
kommen kongruenten Feuerwaffen ausgerüstet sind. 

Ist der Zielpunkt gemeinsam, so wird man unter den ge- 
machten Voraussetzungen bei Abgabe von n Salven z mathematisch 
genau sich überdeckende einfache Trefferbilder erhalten, mit 
anderen Worten, es würde eine Konzentration der einfachen 
Trefferbilder beziehungsweise der einfachen mittleren 
Treffpunkte stattfinden. Also nur unter diesen idealen Verhält- 
nissen wären die Verhältnisse beim Abteilungsfeuer jenen beim 
Schießen des einzelnen Soldaten identisch. 

Wird auf reale Verhältnisse übergegangen, d. h. nimmt man 
die Schützen und die Feuerwaffen, wie sie tatsächlich sind, so ergibt 
sich: Die Schützen kommen verschieden ab, ebenso weichen die 
Feuerwaffen von einander ab und sind namentlich die Unterschiede 
im Abkommen der Schützen ziemlich bedeutend. 

Was wird nun die Folge der Einwirkung der erwähnten, ganz 
zufälligen Abweichungen sein? 

Ebenso wie sich beim Schießen des einzelnen Soldaten die 
n Punkte von ihrem Konzentrationspunkte entfernen, werden sich 
hier beim Abteilungsfeuer die z mittleren Treffpunkte — und 
mit ihnen die zugehörigen Trefferbilder — von dem gemein- 
samen Konzentrationspunkte nach denselben Gesetzen entfernen wie 
die einzelnen Treffpunkte im einfachen Trefferbilde. 

Dieses Auseinandergehen der einfachen Treff er bilder beziehungs- 
weise der mittleren Treffpunkte nennt man, wie bereits gesagt, die 
Streuung der mittleren Treffpunkte beziehungsweise die 
Streuung der Trefferbilder und den Konzentrationspunkt der 
ersteren den zusammengesetzten mittleren Treffpunkt oder 
auch den mittleren Treffpunkt des zusammengesetzten 
Trefferbildes. ' 

Den Streuungsgesetzen zufolge wird die Dichte der Gruppierung 
der einfachen mittleren Treffpunkte beziehungsweise der einfachen 
Trefferbilder um den zusammengesetzten mittleren Treffpunkt mit 
der Entfernung von demselben gesetzmäßig abnehmen. Die einfachen 
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Trefferbilder werden sich umsomehr übergreifen, je größer die ab- 
gegebene Schußzahl war. Dadurch erklärt sich die Erscheinung, daß 
bei hinreichend großer Zahl abgegebenen Schüssen und tätigen Feuer- 
waffen ein zusammengesetztes Trefferbild resultiert, welches die 
gleiche Gesetzmäßigkeit in der Treffergruppierung aufweist wie ein 
einfaches Trefferbild, das man dann erhalten würde, wenn die 
gleiche Schußzahl von einem einzelnen Schützen, jedoch mit ent- 
sprechend geringerer Schußpräzision abgegeben worden wäre. Diese 
Tatsache wird durch neuere Schießversuche in ausreichendem Maße 
bestätigt und es ist daher die Annahme einer Kernzone (Kerngarbe), 
welche 707o der im Abteilungsfeuer abgegebenen Schüsse in fast 
gleichmäßiger Verteilung enthalten soll, nur als grober, aber für 
die Praxis hinreichend genauer Näherungswert zu betrachten. 

Nun sind auch regelmäßige Ursachen für das zusammen- 
gesetzte Trefferbild denkbar, z. B. eine auftretende konstante 
Windströmung, eine Änderung der Luftdichte, der Temperatur u. s. w.; 
hiedurch erfährt das gesamte Trefferbild eine Verschiebung, und 
zwar ohne Änderung der relativen Lage der einfachen Trefferbilder 
und ohne Änderung der zu erwartenden Ausdehnung der letzteren 
(Wandern der mittleren Treffpunkte). Es ist klar, daß sich die an- 
geführten Ursachen während des Schießens vergrößern oder ver- 
kleinern können. 

Von diesen regelmäßigen Ursachen sind jene regelmäßigen Ur- 
sachen beim einfachen Trefferbilde zu unterscheiden, welche nur 
eine Vergrößerung oder Verkleinerung der Trefferbilder der ein- 
zelnen Waffen und somit auch jene sämtlicher Waffen — ohne Än- 
derung der Lage der mittleren Treffpunkte in den einfachen Treffer- 
bildern — zur Folge haben. Zum Beispiel: die allmählich zuneh- 
mende, also nicht wechselnde Verunreinigung der Bohrung durch 
den Rückstand oder durch die Führungsteile am Geschosse (metal- 
lische Verunreinigung, Verbleiung), kurz gesagt der Konservierungs- 
grad der einzelnen Feuerwaffen aber auch der ihrer Richtmittel, 
femer die allmählich zunehmende Erhitzung des Rohres u. s. w. Es 
ist klar, daß die erwähnten störenden Ursachen nicht bei allen Feuer- 
waffen gleich sein müssen und sich, wie z. B. die Windströmung, 
während des Schießens vergrößern oder verkleinern können. 

4. Bestimmung der Lage der einzelnen Treffpunkte und des 

mittleren Treffpunktes einer Schußserie. 

Um die Lage der einzelnen Treffpunkte eines Trefferbildes 
anzugeben, bedient man sich eines rechtwinkeligen Koordinaten- 
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Systems, dessen Ursprung aus praktischen Bedürfnissen gewöhnlich 
in den Zielpunkt oder in den beabsichtigten mittleren Treffpunkt 
verlegt wird. Bei horizontalen Trefferbildern pflegt man eine 
Koordinatenachse in der Schußrichtung, die andere senkrecht darauf, 
bei vertikalen Trefferbildern die eine Achse horizontal, die an- 
dere vertikal anzunehmen. Die Koordinaten in Bezug auf ein solches 
Koordinatensystem heißen die praktisch ermittelten oder kurz 
die praktischen Abweichungen. In einem horizontalen Treffer- 
bilde ist sonach die Lage eines Treffers durch seine praktisch 
ermittelte Längen- und Seiten-(Breiten-)Abweichung, in einem 
vertikalen Trefferbilde durch seine praktisch ermittelte Höhen- 
und Seiten-(Breiten-)Abweichung bestimmt. 

Der den gegebenen Bedingungen des Schießens entsprechende 
mittlere Treffpunkt heiße M; der mittlere Treffpunkt einer unter 
denselben Schießbedingungen abgegebenen Schußserie heiße Ma. In 
Bezug auf das angenommene Koordinatensystem seien X, Y die 
Koordinaten von M. Da die wahre Lage des mittleren Treffpunktes 
M stets unbekannt bleibt, so kann man auch nie die Werte X, Y 
finden. Es wird sich also darum handeln, die auf Grund der ab- 
gegebenen Schußserie plausiblen (vorteilhaftesten oder wahrschein- 
lichsten) Werte von X, Y, welche mit a:, y bezeichnet werden mögen, 
zu ermitteln. 

Denkt man sich durch den mittleren Treffpunkt M ein zum 
vorigen Koordinatensystem paralleles Koordinatensystem gelegt, so 
heißen die in Bezug auf dieses Koordinatensystem sich ergebenden 
Koordinaten der einzelnen Treffpunkte deren zufällige (unregel- 
mäßige oder unvermeidliche) Abweichungen. 

Die Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte x, y von X, Y 
erfolgt nach dem Satze vom arithmetischen Mittel, dem zufolge der 
wahrscheinlichste Wert einer Unbekannten das arithmetische Mittel 
aus den direkten Beobachtungsresultaten ist. 

In der Fig. 2 sei OÄ = Xi die praktisch ermittelte Abszisse 
des Treffpunktes Ti, OP=X die Abszisse des mittleren Treffpunktes 
Mf dann bestimmt sich die zufällige Abweichung MQ = PA = a,- des 
Treffpunktes T,, zufolge der bekannten Beziehung (I. Band, Seite 8) 

Beobachtungsgröße — Sollbetrag = Fehler (Widerspruch), 
aus der Gleichung 

1) Xi — X=ai, 
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wobei Xi und X die betreffenden Abszissen sowohl der Größe als auch 
der Qualität (dem Vorzeichen) nach darstellen. Für die zufällige 
Abweichung QTi=bi ergibt sich analog 

Fig. 2. 2) yi — Y= 6,. 

Im nachfolgenden werden 
die Abweichungen der einzelnen 
Treffpunkte sowie der mittleren 
Treffpunkte M und Mg nur nach 
der Richtung der Abszissenachse 
näher ins Auge gefaßt, da die 
Untersuchung für die Richtung 
der Ordinatenachse dieselbe 
bleibt. 

Bezeichnet man also mit 
^'i, X2, — y Xn die praktisch er- 
mittelten Längenabweichungen 
der einzelnen n Treffer, so stellen die Gleichungen 

a?i — X= ai, X2 — X= tta, , Xn — X= a« 

deren zufällige (unregelmäßige oder unvermeidliche) Abweichungen 
dar. Mittels Addition und Division durch n folgt daraus 




3) 



a'i + ^2 H h ^n j^ , ^1 + ^2 H r ^n 

n n 



Nach der Methode von Gauß (Band I, Punkt 3 des II. Ab- 
schnittes) drückt aber das arithmetische Mittel 

Xi -r 2, 2 -T" -p Xn 



n 

den wahrscheinlichsten (vorteilhaftesten oder plausiblen) Wert der 
Abszisse X des mittleren Treffpunktes aus. Bezeichnet man, wie oben 
angeführt, den Wert dieses arithmetischen Mittels mit Xy so hat man 
also als wahrscheinlichsten (vorteilhaftesten oder plausiblen) Wert der 
Abszisse des mittleren Treffpunktes 



4) 



X = 



^l+'^2-\- 



+ ^v __ [x] ^ 



n 



n 



demnach kann man 3) auch in der Form schreiben: 



ö) 



x = X-\- 



<^l -f- ^2 + 



a 



n 



n 
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Da nun, gleiche Sorgfalt bei jedem Schusse vorausgesetzt, 
positive und negative zufällige Längenabweichungen von derselben 
absoluten Größe gleich wahrscheinlich sind, d, h* gleich häufig vor- 
kommen, so muß die Summe Oj + ^2 + + öt^ und damit der 

(Xi -4- do -\- -j- (In 

Quotient -^— ^ = ' sich umsomehr der Grenze Null 

71 

nähern, je größer die Schußzahl ist, folglich bei einer unendlichen 
Anzahl von Beobachtungen das arithmetische Mittel (der wahrschein- 
lichste oder plausible Wert) x dem wahren Werte X gleich werden. 
Durch Vergleich des arithmetischen Mittels x mit den praktisch 
ermittelten Abweichungen gelangt man zu den scheinbaren Ab- 
weichungen; diese stellen die wahrscheinlichsten oder 
plausiblen Werte der wahren Abweichungen dar. Werden die 

Werte der scheinbaren Abweichungen mit jfi, fa, > Jn bezeichnet, 

so ist: 

ß) 5l ^= *^i *^f ^2 = «^2 — *^f 7 lln^=Xn X, 

Die Addition dieses Gleichungssystems liefert die Beziehung: 

f 1 + f 2 + + f « = a?i + 2^2 + -i-Xn — nx, 

welche wegen 4) in 

7) fi + fa + + f n = oder kurz [j] = 

übergeht. Man beachte, daß [;] immer (gleichsam erzwungen) gleich 
Null, [a] hingegen im allgemeinen nicht Null ist, sich jedoch diesem 
Werte umsomehr nähert, je größer n, d. h. je größer die Schußzahl 
wird. Es ist demnach für das arithmetische Mittel x schon bei einer 
endlichen Anzahl von Schüssen jene Bedingung erfüllt, welche für 
den wahren Wert X erst bei einer unendlichen Anzahl von Schüssen 

stattfinden würde; man kann daher gewiß sein, sich durch die An- 

\x] 
nähme des arithmetischen Mittels a? = J--^ als wahrscheinlichsten 

n 

oder plausiblen Wert für X dem wahren Werte soweit zu nähern, 
als es die begrenzte Anzahl von Schüssen erlaubt und demselben 
durch Vermehrung dieser Anzahl immer näher zu kommen. 

In der Formel 7) liegt eine Kontrolle der Richtigkeit der Be- 
rechnung von X nach der Formel 4), insoferne die Summe der 
positiven und der negativen scheinbaren Abweichungen dem abso- 
luten Werte nach einander gleich sein müssen. 

Bei einem horizontalen, in der durch den Mündungsmittelpunkt 
gelegten wagrechten Ebene (Mündungshorizont genannt) liegenden 
Trefferbilde nennt man die Entfernung des mittleren Treffpunktes 

Koz&k, AnB^Ieichong Ton Beobachtunffen. 11. -^^ 
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einer abgegebenen Sehußserie vom Mündungsmittelpunkte der Feuer- 
waffe die mittlere Schußweite (mittlere Portee). 

Der mittlere Treffpunkt einer Schußserie, welcher mit Ms be- 
zeichnet wurde, ist also durch die Gleichungen gegeben: 

2^1+2-2-1- -\-Xn [x] 

X = = > 

I '^ ^* 

2/1+2/2 + + yn ^\y]^ 

^ n n 

Die Bestimmung dieser Koordinaten erfolgt demnach auf Grund 
der bekannten, praktisch ermittelten Abweichungen nach folgender 
Regel : 

Man bildet die algebraische Summe der praktisch ermittelten 
Abweichungen einer Richtung (Länge, Höhe, Breite), und dividiert 
sie durch die Anzahl der Treffer; der Quotient ist nach Zeichen 
und Größe die Koordinate des mittleren Treffpunktes der Schuß- 
serie nach der betreffenden Richtung. Ermittelt man auf diese 
Weise die Abweichungen in Bezug auf zwei Koordinatenachsen, so 
ist die Lage des mittleren Treffpunktes Mg der Schußserie im Treffer- 
bilde gefunden. 

Den mittleren Treffpunkt M kann man, wie schon wiederholt 
gesagt wurde, nie finden, sondern sich der Bestimmung seiner wirk- 
lichen Lage immer nur nähern, und zwar umsomehr, je mehr Schüsse 
zu einer Serie oder Gruppe vereinigt werden. Die nach der obigen 
Regel bestimmten Werte für die Koordinaten des mittleren Treff- 
punktes einer abgegebenen Schußserie sind sonach als die dem ge- 
gebenen Trefferbilde entsprechenden wahrscheinlichsten oder 
plausiblen Werte des mittleren Treffpunktes anzusehen; die wahren 
Werte der Koordinaten dieses Punktes bleiben stets unbekannt. Man 
hat also immer den mittleren Treffpunkt von dem auf 
Grund des Beobachtungsmaterials berechneten mittleren 
Treffpunkte — dem Treffpunkte der abgegebenen Schuß- 
serie — strenge zu unterscheiden. 

Es wurde bereits im Punkte 2 dieses Abschnittes gesagt, daß 
sich bei der angegebenen Bestimmungsart durch Anreihung eines 
weiteren Treffers oder mehrerer Treffer zu einem bereits gegebenen 
Trefferbilde die Lage, also auch die Koordinaten des mittleren Treff- 
punktes einer Schußserie beständig ändern müssen. 

Wird, um dies beispielsweise bei einem horizontalen Treffer- 
bilde für eine Koordinate zu zeigen, der Mündungsmittelpunkt als 
Koordinatenursprung, ferner die Abszissenachse im Mündungshori- 
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zonte, ihre positive Richtung gleichsinnig mit der Schußrichtung 
angenommen, so stellen dann die Abszissen der Treffpunkte die 
Werte der horizontalen Schußweiten dar. 

Hat man aus n für gleich gut zu achtenden horizontalen Schuß- 
weiten it'i, x^, , Xn das arithmetische Mittel, d. i. die mittlere 

Schußweite 

^1 + ^2 + + a?n 



x = 



n 



gebildet, und tritt noch eine Schußweite cc« -|- 1 hinzu, welche nicht 
mehr Zweifel einflößt als die vorhergehenden Schußweiten, 

so ist auf die n-f-1 Beobachtungen Xi, X2, , Xn + i der Satz vom 

arithmetischen Mittel wieder anwendbar und gibt als neues Mittel 

nX^Xn-{.l . Xn + l — X 

X = — — -^— =X -\- 



n -|- 1 n 

Ist nun die Schußweite Xn^i außergewöhnlich groß, dann wird 
das arithmetische Mittel x' auch wesentlich größer als«, d.h. je mehr 
Xn-{.i von X abweicht, desto größer ist sein Einfluß bei der Bildung des 
neuen arithmetischen Mittels, was zu Bedenken Anlaß gibt; denn je mehr 
die neue Schußweite Xn + i von x abweicht, desto mehr Grund hat man, 
zu vermuten, sie sei minder verläßlich, desto weniger also sollte man 
sie auf das Endresultat Einfluß nehmen lassen. Hier stehen zwei Ver- 
mutungen einander gegenüber: die vor der Rechnung aus inneren 
(in der Beobachtung der Schußweite liegenden) Gründen aufgestellte 
Vermutung, die neue Schußweite sei ebenso verläßlich wie die frü- 
heren, und die nach der Rechnung aus äußeren Gründen geschöpfte 
Vermutung, sie sei minder verläßlich als jene. (Kritik des arith- 
metischen Mittels von Estienne; siehe hierüber: „Theorie der Be- 
obachtungsfehler von E. Czuber", Seite 47.) 

Für die Werte der Koordinaten des mittleren Treffpunktes einer 
abgegebenen Schußserie wurde gefunden: 

[x] [y] 

n ^ n 

Hienach kann der mittlere Treffpunkt einer Schußserie auch als 
der Schwerpunkt des Systemes aller Treffpunkte angesehen und kon- 
struiert werden, wobei man sich in den einzelnen Treffpunkten 
gleiche Gewichte, etwa je die Gewichtseinheit, angebracht denkt. Das 
graphische Verfahren besteht hiebei in folgendem: Ist ein Treffer 
Ti (Fig. 3) gegeben, so wird derselbe auch als der zu suchende 
mittlere Treffpunkt angesehen, Weil irgend eine andere Annahme 

14* 



— 212 




3- 



^•' 



'^T, 



noch viel weniger berechtigt wäre. Liegen zwei Treffer vor, Ti und T2, 
so ist die Lage des mittleren Treffpunktes dieser Schußserie in der Mitte 

der Verbindungslinie von Ti 
mit Tif also in M^. Sind drei 
J» Treffer im Trefferbilde, so 
bestimmt man zuerst, wie zu- 
vor, aus Tj und Tj den Punkt 
M2 und es repräsentiert nun 
M2 diese zwei Treffer; der 
mittlere Treffpunkt aller drei 
Treffer muß nun auf der Gre- 
raden M^ T^ liegen, und zwar 
wegen der Doppelwertigkeit 
von 3/2 halb so weit von M^ 
als von Tj, also in M^. In 
dieser Weise wird das Ver- 
fahren weiter fortgesetzt; gut 
brauchbar ist es jedoch nur, 
wenn das Trefferbild materiell gegeben und dabei die Trefferzahl 
eine geringe ist. 

Eine andere Methode, den mittleren Treffpunkt einer Schuß- 
serie durch Konstruktion zu finden, ist im nächsten Punkte dieses 
Abschnittes angeführt. 

5. Gruppierungsgesetze. 

Das Nachfolgende ist eigentlich nur eine Zusammenfassung der 
bereits erläuterten Gesetze über die Gruppierung beziehungsweise 
Verteilung der Treffer im einfachen Trefferbilde. 

Betrachtet man ein einfaches, nur aus wenigen Treffern be- 
stehendes Trefferbild, so scheinen die Treffer ganz willkürlich 
gruppiert zu sein; mit der Vergrößerung der Trefferzahl tritt jedoch 
eine auffallende Regelmäßigkeit in der Gruppierung der Treffer ein, 
die erfahrungsgemäß nach bestimmten Gesetzen erfolgt. 

Die wichtigsten dieser Gruppierungsgesetze ergeben sich 
unmittelbar aus dem Wesen der zufälligen Ursachen, welche die 
Streuungen hervorrufen. 

Zufällige Abweichungen in einer bestimmten, sonst jedoch be- 
liebigen Richtung weisen folgende Gesetzmäßigkeiten auf, wenn die 
Abweichungen in unendlicher Zahl gedacht sind: 

I) Jeder positiven zufälligen Abweichung entspricht 
eine gleich große negative Abweichung, oder: positive und 
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negative gleich große Abweichungen sind gleich wahr- 
scheinlich; denn hätte das Zeichen + vor dem Zeichen — oder 
umgekehrt einen Vorzug^ so wäre der Zufall ausgeschlossen. 

Aus diesem Gesetze, welches die zentrische Symmetrie"^) 
der Treffpunkte zum Ausdrucke bringt, ergibt sich: 

a) beiderseits einer beliebigen durch den mittleren Treffpunkt 
gezogenen Geraden befindet sich die gleiche Trefferzahl; 

b) die algebraische Summe der Werte der zufälligen Ab- 
weichungen in einer bestimmten, aber sonst beliebigen Richtung 
muß gleich Null sein. 

Dem in a) Gesagten zufolge kann der einer abgegebenen Schuß- 
serie entsprechende mittlere Treffpunkt näherungsweise kon- 
struktiv bestimmt werden. Hiezu legt man durch das Trefferbild 
zwei Gerade so, daß auf beiden Seiten jeder dieser Geraden je die 
Hälfte der Treffer sich befindet; der Schnittpunkt der zwei Geraden 
ist der der abgegebenen Schußserie zukommende mittlere Treffpunkt. 
Die Anwendung dieses Verfahrens ist dann zweckmäßig, wenn das 
Trefferbild materiell vorliegt. Es empfiehlt sich dabei, die zwei Ge- 
raden ungefähr rechtwinkelig zu einander anzuordnen. 

II) Aus der Erwägung, daß kleine zufällige Abweichungen 
häufiger vorkommen werden als große, sobald der Bedienung 
der Feuerwaffe, der Erzeugung der Munition u. s. f. die größte Sorg- 
falt zugewendet wird, ergibt sich der Schluß, daß die Dichte der Treffer 

m 

zunächst des mittleren Treffpunktes am größten sein muß und daß 
diese Dichte mit der Entfernung von diesem Punkte stetig abnehmen 
wird. Dieses Gesetz wird gewöhnlich als das Gesetz der Dichte 
bezeichnet. 

6. Die Summe der Quadrate der scheinbaren Abweichungen 
von irgend einer durch den berechneten mittleren Treffpunkt 

gezogenen Geraden ist ein Minimum, 

Dies wird bewiesen, indem man zeigt, daß der Ausdruck 

1) 8={X,—XY+(X^-XY+ J^{xn — XY=[{X, — XYI 

hierin x veränderlich gedacht, dann am kleinsten wird, wenn 



*) Unter Umdrehung einer ebenen Fig:ur versteht man eine Drehung in der 
Figurebene um einen gestreckten oder flachen Winkel (1800). Eine ebene Figur, die 
nach einer Umdrehung um einen festen Punkt ihre frühere Lage deckt, heißt 
zentrisch symmetrisch für den Punkt als Mittelpunkt. Zwei Stücke, welche 
dabei ihre Lage vertauschen, heißen entsprechend oder homolog. 



2) « = 



>- 214 — 



n n 



d. h. X dem arithmetischen Mittel aller praktisch ermittelten Ab- 
weichungen gleich ist. 

Soll S ein Minimum werden, so muß nach der Theorie über 

extreme Werte zunächst -5 — == sein. Differentiiert man die Glei- 

dx 

chung 1) nach 2c, so folgt: 

3) -j^ = — ^{(^i—^) + {^ — ^)-r -ri^n — x)}; 

somit resultiert als Bedingungsgleichung für das Minimum 

{xi —x) -]- {Xf — x) -\- -\-{Xn — x) = 0; 

daraus folgt für x der in Gleichung 2) angegebene Wert, welcher 
gleich ist der Abszisse des berechneten mittleren Treffpunktes. 
Da ferner durch Differentiation von 3) 

^^ = 2n. d.h. ^^>0 

\x] 
folgt, wird S für x = -L-^ tatsächlich ein Minimum. Mit diesem Werte 

n 

von X stellen aber die Differenzen a?i — x, x^ — x, , Xn — x 

die scheinbaren oder plausiblen Abweichungen beziehungsweise die 
Fehler in Bezug auf die durch den berechneten mittleren Treff- 
punkt beliebig gezogene Gerade dar. 

Dem Vorstehenden gemäß ist also die Summe der Quadrate 
der scheinbaren oder plausiblen Abweichungen einer bestimmten 
Richtung für diese Richtung ein Minimum, d. h. bildet man die 
Summe der Quadrate der Abweichungen der Treffpunkte von einer 
nicht durch den berechneten mittleren Treffpunkt gehenden 
Geraden g^y so ist diese Summe stets größer als die Summe der 
Quadrate der Abweichungen dieser Treffpunkte von der zu g^ paral- 
lelen, jedoch durch den berechneten mittleren Treffpunkt gehenden 
Geraden g. 

7. Bestimmung der Summe der Quadrate der scheinbaren 

Abweichungen, 

Sind die Werte Xy, x^, , Xn große Zahlen, so wird die Aus- 
rechnung des arithmetischen Mittels nach der Formel 

x^Ar^i- h ^» _ M 



1) X 



n n 



r 



— 215 — 

sehr schwerfällig. Führt man dagegen einen dem arithmetischen Mittel 
X sich möglichst anschmiegenden Näherungswert ein, der mit u be- 
zeichnet werden möge und stellen w», wobei i = 1, 2, , n ist, die 

an diesem Näherungswert anzubringenden kleinen Zuschläge dar, um 
die Werte xi zu erhalten, so besteht das Gleichungssystem: 

arg = u -j- Wg 



Xh = 1* -f- Wn 



Summe \x\ =^nu-\-\u\\ 
dividiert man diese Gleichung durch n, so folgt: 

2) aj = ^^-^=w + ^^^- 

n n 

Um die Fehlerquadratsumme \j^%\ direkt zu finden, geht man 
von dem Gleichungssystem aus 

f 1 = ^1 — ^> fl = ^ — 1XxX-\-X^ 

f 2 = ^3 — ^> J2 = ^2 — 2X2X -{-X^ 



^H ^~~ «C» ÄJ, y»! — Xjg — Z Xft X "{— X 

[j ]c] = [x x] — 2 [x] X -j- nx^] 

wegen 1) übergeht der Ausdruck für die Summe [55] in: 

\x] \x]^ \x]^ 

[?f] = [^^] — 2[a;]-^^+ n.^^=[xx] — ^^-^.: es ist also 

3) U-f] = [.xa;]-^-. 

Die Gleichung 3) ist praktisch nicht zweckmäßig verwendbar; dagegen 
kann man sie hiezu geeignet machen, wenn man sie mit der zur Ab- 
leitung der Gleichung 2) benützten allgemeinen Gleichung w.- = Xi — u 
verbindet 

Man hat nämlich: 

u\ = xi — 2xiU-^u^ 
y\ = xl — 2x2U-\- u^ 



vi = a*?, — 2 Xn u-f-n 



2 



[u ti] = [xx] — Zu [x] -f- n u^. 



Weil zufolge 3) [xx] = [ici^]+^ und zufolge 1) a: = ^^3 ist, 
geht der Ausdruck für die Summe [nu] über in: 
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[w tt] = [y j] -f- n a;* — 2 u ,nx -{- 7iu^ = [ff] -^ 7i (x — u)^; 
daraus folgt: 

4) [j f] = [uu] — n {x — u)\ 

oder mit Rücksicht auf 2): 



5) [5f] = [ww] 



n 



Man kann also [ff] ohne frühere Berechnung der einzelnen schein- 
baren Fehler f, ja sogar ohne frühere Berechnung des arithmetischen 
Mittels gewinnen. 

Die Gleichung 4) zeigt, daß für x>u, also unter allen Um- 
ständen [ww]>[jj], wodurch der im Punkte 6 dieses Abschnittes 
ausgesprochene Satz neuerdings bewiesen erscheint. 

Zur Bestimmung von [yy] genügt also nach Gleichung 5) die 
Kenntnis der Quadrate der Differenzen der einzelnen praktisch er- 
mittelten Abweichungen und einer beliebig gewählten Größe u, welche, 
wie bereits gesagt, so angenommen wird, daß die Differenzen Xi — w, 

X2 — w, y Xn — u, d. h. die Größen u^, Wg , > ^it leicht bestimmt 

werden können und möglichst klein ausfallen; dazu ist nur nötig, 
daß u eine x nahe gelegene, runde Zahl ist. 

Selbstverständlich gilt die vorstehende Ableitung für die schein- 
baren oder plausiblen Abweichungen der Treffer von jeder durch 
den berechneten mittleren Treffpunkt gezogenen Geraden 

8. Bestimmung der scheinbaren Abweiehungen in Bezug auf 

eine beliebige, durch den berechneten mittleren Treffpunkt 

gezogene Gerade. Riehtungen der Trefferbildachsen. 

Angenommen, es sei aus einer Serie von unter scheinbar gleichen 
Verhältnissen abgegebenen Schüssen derjenige Punkt, den man auf 
Grund des vorliegenden Beobachtungsmaterials für den mittleren 
Treffpunkt halten muß, durch Berechnung seiner Koordinaten be- 
stimmt worden. Man denke sich nun durch denselben irgend eine 
Gerade, welche g heißen möge, gelegt; es müssen dann die Abstände 
der Treffpunkte von dieser Geraden, das sind die scheinbaren oder 
plausiblen Abweichungen, folgende zwei Bedingungen erfüllen: 

a) die algebraische Summe der scheinbaren Abwei- 
chungen muß, da positive und negative gleich große Ab- 
weichungen gleich wahrscheinlich sind, offenbar Null sein; 

bj die Summe der Quadrate der scheinbaren Abwei- 
chungen ist ein Minimum, d. h. werden die Abstände der ein- 
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zelnen Treffpunkte von irgend einer zur angenommenen Geraden 
g parallelen Geraden gezählt, so ist die Summe der Quadrate dieser 
Abstände stets größer als die Quadratsumme der scheinbaren Ab- 
weichungen. 

Läßt man hingegen die Gerade g ihre Lage ändern, was nur 
durch Drehung dieser Geraden um den berechneten mittleren Treff- 
punkt erfolgen kann, so wird sich auch der Wert des Minimums 
der Summe der Quadrate der scheinbaren Abweichungen ändern. 
Es wird bei der Drehung der Geraden g das Minimum dieser 
Quadratsumme einmal einen größten und einmal einen 
kleinsten Wert erhalten. 

Sind die scheinbaren Abweichungen bezogen auf zwei zu ein- 
ander senkrecht stehende und durch den berechneten mittleren Treff- 
punkt gehende Geraden bekannt, so ist die Bestimmung der schein- 
baren Abweichungen für eine beliebige dritte durch den berechneten 
mittleren Treffpunkt gehende Gerade Gegenstand eines einfachen 
Transformationsproblems. 

Es sei (Fig. 4) der Ursprung eines rechtwinkeligen, ausnahms- 
weise beliebigen Koordinatensystems und zugleich der berechnete 
mittlere Treffpunkt, T ein 
beliebiger Treffpunkt, so *^* 

daß also O A = x und 
A T = y die scheinbaren 
Abweichungen in Bezug 
auf das Achsensystem x Oy 
sind. Man denke sich nun 
dieses Achsensystem um 
einen beliebigen Winkel a 
um gedreht; die neue Lage 
des Achsensystems heiße 
x'Oy'-y bezogen auf dieses 
sind OA==x' und AlT=^y 
die scheinbaren Abweichungen des Treffers T und man hat nach 
den Lehren der analytischen Geometrie die Transformationsformeln:*) 




1) 



r a;' = x cos a 
\ V = — X 8in a 



x' = X cos a-\-y sin a, 
y = — X 8171 a-\-y cos a. 



Wird in den Formeln 1) die Summierung über alle Treffpunkte 
erstreckt, so ergeben sich folgende zwei Summationsgleichungen: 



*) Siehe die Anmerkung am Schlüsse dieses Punktes. 
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[x] = [x] co8a-{- [y] sin a, 
[y'] = — [x] sin cc-\-\y] cos a. 

Da [a:] = () und [j/]==0 ist, muß auch [a;'] = und [j/] = 0. Die Be- 
ziehung [a;'] = sagt, daß die algebraische Summe der scheinbaren 
Abweichungen bei jedem Winkel a gleich Null ist, eine Tatsache, 
die schon im Vorhinein bekannt war. Wird die erste der Gleichungen 1) 
quadriert, so folgt: 

x'^ = x^ cos^ a-\- Zxy cosasina-x-y^ sin^ a. 

Wird auch in dieser Formel die Summierung über alle Treffpunkte 
erstreckt und 2 sin a cos a = »in 2 a gesetzt, so ergibt sich für die 
Summe der Quadrate der scheinbaren oder plausiblen Abweichungen 
x' der Ausdruck 

[x x] = [xx] cos'^a-^' [xy]sin2tt-\- [yy^sin'^a, 

Hiedurch ist die Quadratsumme [x! x] als Funktion von a bekannt 
und man findet leicht einen Winkel «o, für welchen [x x} einen ex- 
tremen (maximalen oder minimalen) Wert erhält. Nach der Theorie 
der extremen Werte ergibt sich Oq aus der Bedingungsgleichung 

d \x x'^ 
da 
hierin a = a^ gesetzt; sie lautet: 

— 2 [x 5c] cos «0 wi aQ -\- 2[xy] cos 2 aQ A^ 2\y y\ sin aoC08aQ = 0, 
oder 

— [x x] sin 2ao-\-2[xy] cos 2 «o + [y y] sin 2 «o == ö> 

{[xx] — [y y]) sin 2 «o = 2 [x y] cos 2 «oj 
daraus 

Diese Gleichung liefert jedenfalls einen positiven Wert für 

2aQ, welcher kleiner als tc ist und mit q> bezeichnet werden möge; 

die anderen Winkelwerte, welche dieser Gleichung genügen, sind, 

da die Tangente irgend eines Winkels ihren Wert nicht ändert, wenn 

man den Winkel um ein beliebiges Vielfache von ä vermehrt oder 

vermindert, in der Formel 

2ao=<p-\-g7C 

enthalten, worin g irgend eine ganze positive oder negative Zahl 
bezeichnet. Man schließt hieraus, daß 

(p HC 
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Die verschiedenen Werte von «o bestimmen im ganzen nur vier 
Richtungen für die zu suchende Gerade Ox\ von diesen vier 
Richtungen sind je zwei direkt entgegengesetzt; alle vier Richtungen 
liegen in zwei zu einander senkrecht stehenden Geraden. Für die 
weitere Untersuchung wird zur Festlegung der Achse Ox für «o 

stets der Wert 2 (entsprechend sr = 0) genommen, welcher immer 
positiv und kleiner als — ist. Der Winkel ^ + ^ (entsprechend ^:=1) 

bestimmt dann die Gerade y\ Von diesen zwei Winkeln dient einer 
zur Bestimmung des Maximums, der andere zur Bestimmung des 
Minimums von [xx]. 

Legt man der Ermittlung von oq die Quadratsumme [y y'\ zu 
Grunde, so folgt wieder die Gleichung 2). 

Die extremen Werte der Quadrate der scheinbaren Abweichungen 
sind also gegeben durch 



3) ([^'^1 = 



[x x] = [x x] eo8^ oq + [x y] sin 2 «^ -j* [y V] **'^^ ^> 
\y' y] = [xx] 8in^ cco — [xy] sin 2 «o + [yy] c^«* «o- 



Ist [xy] = 0, aber [xx] 4= [yy]y so ist der Winkel zur Festlegung 
der Achse Ox' gleich Null und es sind die Achsen Ox, Oy bereits 
»jene, welchen die extremen Werte der Quadratsummen der schein- 
baren Abweichungen entsprechen. 

Daraus folgt der wichtige Satz, daß [x ?/] = die Bedingung 
dafür ist, damit nach den zwei auf einander senkrechten Richtungen 
Ox und Oy die (kleinsten) Summen [xx] und [yy] extreme Werte 
erhalten. 

Die Summe [xy] ist nur bei achsialer Symmetrie der Treff- 
punkte in Bezug auf die Achsen gleich Null. Zur achsialen Symmetrie 
ist erforderlich, daß in allen zu den Achsen senkrechten Elementar- 
streifen die Trefferverteilung eine symmetrische ist. 

Da nun aber nur nach jenen Richtungen, nach welchen die 
Streuungsursachen unabhängig tätig sind, eine achsial-symmetrische 
Gruppierung der Treffer eintreten kann (siehe Punkt 2 dieses Ab- 
schnittes) und hiefür [xy] = ist, so sind die Trefferbildachsen 
jene, welchen die extremen Werte der Quadratsummen der schein- 
baren Abweichungen entsprechen und es ist [xy] = das analytische 
Merkmal für die Trefferbildachsen. 

Werden nun die Trefferbildachsen als die Achsen x und y 
angenommen, so sind die Quadratsummen für zwei andere, auf 
einander senkrechte Achsen Ox und Oy gegeben durch 
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. r [x x] = [x x] C08^ cc-{-[yy] sin^ a, 

\ [y y] = [x x] sin^ cc-\-[yy] coh^ a. 

Durch Addition und Subtraktion dieser zwei Gleichungen folgt 

[x x] + [y y] = [xx]-{- [y y] 

[x x] — [y y] = {[x x] — [y y]) cos 2 a. 

Löst man diese zwei Gleichungen nach [x x] und [y y] auf, so er- 
gibt sich 

[x' x] = - {[x x] + [y y]) -p - {[x x] — [y y]) cos 2 «, 

[y y] = 2 ([^ ^] + ly yJ) — 2 ^l^ ^1 ~ [2/ y]) ^o« 2 «. 

Da die Größen [x x] und [yy] vom Winkel a abhängig und 
überdies durch die Relation [x x] -f [y y] = [x x] -{-[yy] = konstant 
an einander gebunden sind, so ist damit gesagt, daß sie in gegen- 
seitigem Abhängigkeitsverhältnisse stehen. 

Ist [xy] = und [xx] = [yy], so wird zufolge der Gleichung 2) 
der Winkel a unbestimmt, man erhält [x x] = [y' y] = [xx]=^ [y y] = 
= konstant und es bleibt die Summe der Quadrate der scheinbaren 
Abweichungen für alle durch den berechneten mittleren Treffpunkt^ 
gezogenen Geraden konstant. In diesem Falle besteht zwischen der 
Summe der Größen \x x] und [y y] kein Abhängigkeitsverhältnis. 

Anmerkung. Um die Koordinaten x\ y' durch jene a:, y auszu- 
drücken, projiziere man die gebrochenen Linienzüge 0^'Tund OAT 
(Fig. 4), welche die gemeinsame Schlußlinie T haben, zuerst auf 
die X Achse, sodann auf die y Achse. Hiedurch resultiert: 

X = X cos a -\-y cos (90® — a) = x cos cc-\-y sin a, 

y =zx cos (a -p 90") -\-yco8a = — X8ina-{-y cos a, 

wodurch die Richtigkeit der Formeln 1) erwiesen erscheint. 

9. Beobachtung beim Schießen von Aufschlaggesehossen. 

Einschießlinien. 

Zur Erreichung der größten Wirkung gegen ein Ziel ist die 
Anwendung der richtigen Schußelemente (Erhöhung oder Senkung, 
Seitenverschiebung und .Tempierung), bei Geschützen mit mehreren 
Ladungen überdies noch die Wahl der Ladung notwendig. Die 
Ermittlung der Schußelemente geschieht durch das Einschießen. 
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Dasselbe soll in der kürzesten Zeit und mit dem geringsten 
Munitionsaufwand erfolgen. 

Die Schußbeobachtung bezweckt die Feststellung der Ex- 
plosionsorte der Geschosse in Bezug auf das Ziel und der Wirkung 
am Ziele ; sie bildet die Grundlage für ein genaues und rasches Ein- 
schießen, für die Ausführung zweckmäßiger Korrekturen der Schuß- 
elemente und ist somit eine wesentliche Bedingung für den Schießerfolg. 

Während des Einschießens ist somit die verläßliche Be- 
obachtung jedes Schusses von besonderer Wichtigkeit; es 
muß daher jeder nicht verläßlich beobachtete Schuß mit 
den gleichen Schußelementen wiederholt werden. 

Beim Schießen von Aufschlaggeschossen ist ein genaues 
Beobachten der Geschoßaufschläge (Rauchwolken im Augen- 
blicke des Entstehens) Grundbedingung. 

Das Beobachten erfolgt in der Regel in Bezug auf zwei Linien 
von bekannter Lage zum Ziele. Diese beiden Linien heißen Einschieß- 
linien. Eine Einschießlinie, und zwar die für die Seitenrichtung (für 
die Beobachtung der Seitenabweichungen) ist die Flugbahnbasis 
oder die Schußlinie (Verbindungslinie des Mündungsmittelpunktes 
mit dem beabsichtigten mittleren Treffpunkte); die zweite Einschieß- 
linie, und zwar die für die Höhenrichtung (für die Beobachtung der 
Langenabweichungen) steht zumeist auf ihr senkrecht Vorteilhaft ist 
es immer, wenn diese Einschießlinie im Ziele selbst gefunden werden 
kann; ist dies nicht erreichbar, so soll ihr Abstand vom Ziele (ihre 
relative Lage zum Ziele) möglichst genau bekannt sein. 

Gewöhnlich wird es sich um die Feststellung des Ortes der 
durch den Aufschlag auftretenden Explosionserscheinung zu den Ein- 
schießlinien (zum Ziele) handeln, da hieraus dann auf die Längen- 
und Seitenabweichung, oder die letztere und die Höhenabweichung 
geschlossen werden kann. 

Die Seitenabweichung kann immer ihrer Art und Größe nach 
geschätzt oder im Winkelmaße (Strichmaße)*) gemessen werden. 

Die Höhenabweichung, für welche man sich beim Beschießen 
vertikaler, fester Objekte interessiert, kann ebenso wie die Seiten- 
abweichung beobachtet werden. 

Die Längenabweichung kann dagegen nur in sehr seltenen 
Fällen ihrer Größe nach beobachtet werden; zumeist ist man nur 
imstande anzugeben, ob die Explosionserscheinung vor oder hinter 



*) Siehe „Gebräuchliche Winkel-, Längen- und Geschwindigkeits- 
mafie im Schießwesen'' von Josef Kozäk, Wien 1906. 
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der Einschießlinie (dem Ziele) liegt Im ersten Fall wird der Schufi 
als Kurzschuß bezeichnet, oder man sagt, der Schuß war kurz; 
im zweiten Fall hingegen wird der Schuß als Weitschuß bezeichnet, 
oder man sagt, der Schuß war weit. Hienach sind auch die gebräuch- 
lichen Begriffe „Kurzbahn" und „Weitbahn" klar. 

B. Streuung der Sprengpunkte. 

10. Streuungserscheinungen bei Templer- oder Zeitzünder- 

gesehossen. 

Nach den eingehenden Untersuchungen über die Streuungs- 
erscheinungen beim Schießen von Aufschlaggeschossen können die 
Untersuchungen über die Streuungserscheinungen beim Schießen von 
Tempiergeschossen kürzer gehalten werden, da Vieles von den schon 
durchgeführten Untersuchungen auf diese übertragbar ist. 

Bei den Tempiergeschossen (Schrapnells und Granaten mit Zeit- 
zündern) würden, wenn die Bedingungen des Schießens dieselben 
blieben, also auch das Verhalten der Zünder ein kongruentes wäre, 
sämtliche Sprengpunkte in demselben Punkte der mittleren Bahn 
und mit dieser sämtliche Bahnen der Serie oder Gruppe zusammen- 
fallen. Der so gedachte Sprengpunkt sei mittlerer Sprengpunkt 
genannt. 

Würden, bis auf das Verhalten der Zünder, alle Verhältnisse 
genau dieselben bleiben, so müßten sich die Sprengpunkte in der 
mittleren, alle Bahnen der Serie enthaltenden Bahn, entsprechend 
den Streuungsursachen in den Zündern, um den mittleren Spreng- 
punkt in gesetzmäßiger Weise gruppieren. 

Das NichtZusammentreffen der Sprengpunkte wird Streuung 
der Sprengpunkte genannt. 

Die wirklichen Orte der Sprengpunkte ergeben sich, wenn die 
Streuung der Sprengpunkte mit jener der Bahnen kombi- 
niert wird. Die Sprengpunkte befinden sich nicht in einer Ebene, 
sondern im dreidimensionalen Räume verteilt, welcher Streuungs- 
raum der Sprengpunkte genannt wird. Der IX. Abschnitt, welcher 
das Gesetz der Fehler im Räume behandelt, gewährt eine nähere Ein- 
sicht über die Verteilung der Sprengpunkte im Streuungsraume bei 
einer sehr großen Anzahl von unter scheinbar denselben Ver- 
hältnissen mit Tempiergeschossen abgegebenen Schüssen. 

Man kann also sagen: 

a} Beim Schießen von Tempiergeschossen streuen die 
Flugbahnen der einzelnen Schüsse in gleicher Weise wie 
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bei Aufschlaggeschossen. Schon aus diesem Grunde allein 
könnten die Sprengpunkte einer Serie von Geschossen mit gleich 
tempierten Zündern nicht in einem Punkte zusammenfallen, sondern 
müßten in einem dreidimensionalen Räume verteilt sein. 

b) Für die Streuung der Sprengpunkte kommt aber noch eine 
weitere sehr bedeutende Streuungsursache hinzu, nämlich das un- 
gleichmäßige Funktionieren scheinbar gleich tempierter Zünder, die 
Zünderstreuung. Diese erklärt sich aus den unvermeidlichen 
Fehlern, welche beim Tempieren begangen werden, sowie aus der un- 
vermeidlichen Verschiedenheit bei der Einleitung der Entzündung 
und bei der Fortpflanzung des Brandes im Zünder (Ursachen, die sich 
auf die Gleichmäßigkeit des Zündersatzes, dessen Pressung, auf den 
Feuchtigkeitsgehalt des Satzes und auf die Zündererzeugung im all- 
gemeinen beziehen). Da diese Ursachen durchaus zufällige sind, so 
muß ihre Wirkung, die Zünderstreuung, auch durchaus den allge- 
meinen Streuungsgesetzen folgen. 

Durch die Zünderstreuung wird die Breitenstreuung der Spreng- 
punkte in so unbedeutendem Maße beeinflußt, daß man immer die 
Breitenstreuung der Flugbahnen auch als jene der Spreng- 
punkte ansehen kann, oder mit anderen Worten ausgedrückt, die 
Breitenstreuung der Sprengpunkte ist gleich derjenigen, welche die 
Tempiergeschosse haben würden, falls sie als Aufschlaggeschosse 
Verwendung fänden. Übrigens spielt diese Streuung bei der eigen- 
tümlichen Wirkungsweise tempierter Geschosse nur eine ganz unter- 
geordnete Rolle. 

Die Höhen- und Längenstreuungen der Sprengpunkte 
werden dagegen hauptsächlich durch die Zünderstreuung 
verursacht und vorwiegend durch diese in ihrer Größe be- 
stimmt. 

In dieser Beziehung bestehen beachtenswerte Relationen 
zwischen Zünderstreuung, Geschoßendgeschwindigkeit und 
Geschoßflugzeit. Setzt man eine bestimmte Größe der die Streuung 
bewirkenden Ursachen voraus, so müssen die Streuungen der Spreng- 
punkte in der Bahnrichtung umso größer werden, je größer die 
Geschoßgeschwindigkeit ist, weil dann das Geschoß während jener 
Zeit, in der sich die Wirkung der Zünderstreuung bemerkbar macht, 
einen längeren Weg zurücklegt. Hält man dagegen an einer be- 
stimmten Geschoßendgeschwindigkeit fest, so müssen diese Streuungen 
umso bedeutender ausfallen, je mehr Zeit den Streuungsursachen 
zur Betätigung verfügbar war, d. h. je größer die Flugzeiten waren. 
Diese zwei, die Größe der Streuungen beeinflussenden Faktoren treten 
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bei einer bestimmten Schußart nie gleichzeitig in gleichem Sinne 
wirkend auf: relativ große Endgeschwindigkeiten ergeben sich nur 
bei kurzen Flugzeiten und umgekehrt. Es schwächen sich daher bei 
einer bestimmten Schußart die Wirkungen beider Elemente auf allen 
Schußdistanzen gegenseitig derart ab, daß oft auf den kleineren 
Schußdistanzen der Einfluß der größeren Endgeschwindigkeit, dagegen 
bei größeren Schußweiten jener der längeren Flugzeit sich durch 
größere Streuungen bemerkbar macht, während auf mittleren Distanzen 
die kleinsten Streuungswerte resultieren. ]VIitunter ist der Einfluß 
der Flugzeit durchaus überwiegend, so daß mit der Schußweite auch 
die Streuungs werte durchaus zunehmen; endlich kann auch der ent- 
gegengesetzte Fall eintreten, nämlich der Einfluß der Endgeschwindig- 
keit überwiegen. 

Mit zunehmender Schußzahl macht sich sowohl in der Gestalt 
des Streuungsraumes der Sprengpunkte als auch in der Gruppierung 
der Sprengpunkte eine symmetrische Anordnung bezüglich dreier 
zu einander senkrechten Ebenen immer deutlicher geltend. Diese 
Ebenen schneiden sich in drei zu einander senkrechten Geraden, 
welche Trefferbildachsen des Systems heißen. 

Bei den weiteren Untersuchungen soll zumeist angenommen 
werden, daß zwei Trefferbildachsen in der vertikalen Schußebene 
liegen — die eine von ihnen in der Richtung der Bahntangente, die 
andere senkrecht dazu — während die dritte Trefferbildachse senk- 
recht zur vertikalen Schußebene steht. 

Aus den Punkten 2 und 3 dieses Abschnittes gehen folgende 
Begriffe klar hervor: 

mittlerer Sprengpunkt einer Schußserie; derselbe fällt 
offenbar mit dem Schnittpunkte der Trefferbildachsen überein; 

mittlerer Sprengpunkt; 

Streuung der mehreren Serien zukommenden mittleren 
Sprengpunkte und 

zusammengesetzter mittlerer Sprengpunkt. 

Von dem einer Serie von Schüssen beschränkter Anzahl zu- 
kommenden mittleren Sprengpunkt, das ist von dem mittleren 
Sprengpunkt einer Schußserie, ist sonach jener mittlere Spreng- 
punkt zu unterscheiden, welcher aus einer unendlich großen 
Anzahl von unter scheinbar gleichen Verhältnissen abgegebenen 
Schüssen mit Tempiergeschossen resultieren würde. Dieser Punkt 
heißt der mittlere Sprengpunkt. 
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11. Sprengintervall oder Sprengweite, Sprenghöhe. 

Denkt man sich bei freistehenden Zielen die Mitte des 
Geschützstandes mit der unteren Begrenzung des Zieles durch eine 
Ebene (Bezugsebene) verbunden, so versteht man unter Spreng- 
intervall (Sprengweite) die in der Schußrichtung und in dieser 
Ebene gemessene Entfernung des Sprengpunktes vom Ziele; unter 
Sprenghöhe die vertikale Erhebung des genannten Punktes über 
diese Ebene. 

Befindet ^ich das Ziel hinter einer Deckung, so ist die 
Ebene, in Bezug auf welche Sprengintervall und Sprenghöhe zu 
beurteilen sind, durch den Mündungsmittelpunkt und die Kammlinie 
der Deckung zu legen. 

Für Sprengpunkte unterhalb dieser Bezugsebenen bezeichnet 
man die Sprenghöheui für Sprengpunkte hinter der Einschießlinie 
oder hinter dem Ziele die Sprengweiten negativ. 

Die Sprenghöhe wird jetzt zumeist im Winkelmaße (Strich) 
angegeben. Darunter ist jener Winkel zu verstehen, den die Sehlinie 
zum Sprengpunkte mit der Bezugsebene oder was praktisch dasselbe 
bedeutet^ der Winkel, den diese Sehlinie mit der Flugbahnbasis 
(Schußlinie) einschließt. 

Wie bereits gesagt wurde, kann die Breitenstreuung der Flug- 
bahnen auch als jene der Sprengpunkte angesehen werden. Sieht 
man jedoch von dieser seitlichen Lage der Sprengpunkte ab, so wird 
die Lage eines jeden Sprengpunktes nur durch zwei Koordinaten 
bestimmt Zur Bestimmung der Lage der Sprengpunkte werden in 
der Regel die Richtungen der Koordinatenachsen parallel zu jenen 
Richtungen angenommen, nach welchen die Sprengweite und Spreng- 
höhe gezählt werden. 

12. Bestimmung der Lage der einzelnen Sprengpimkte und 
des mittleren Sprengpunktes einer Sehußserie. 

Was im Punkte 4 dieses Abschnittes bezüglich der Bestimmung 
der Lage der einzelnen Treffpunkte und des mittleren Treffpunktes 
einer Schußserie gesagt wurde, gilt unverändert für die Bestimmung 
der Lage der einzelnen Sprengpunkte und des mittleren Spreng- 
punktes einer Schußserie. Hienach kann der mittlere Sprengpunkt 
einer Schußserie auch als derjenige Punkt bezeichnet werden, welcher 
als arithmetisches Mittel aus den Koordinaten der einzelnen Spreng- 
punkte resultieren würde, wenn sämtliche Geschosse als tempierte 
Geschosse oder Zeitzündergeschosse funktionieren würden; mit 

Koz&k, Ansgleicbtuig von Beobaditungexi« U. 2.5 
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anderen Worten, wenn das Hindernis, welches die Erde darstellt, 
indem an ihr einzelne Geschosse zum Aufschlage gelangen, beseitigt 
werden würde. Die so gefundenen Koordinaten des mittleren Spreng- 
punktes einer Schußserie sind auch als die wahrscheinlichsten 
Werte der Koordinaten des mittleren Sprengpunktes anzu- 
sehen; die wahre Lage des letzteren bleibt stets unbekannt. 

Denkt man sich durch den mittleren Sprengpunkt ein zum 
vorigen Koordinatensystem paralleles Koordinatensystem gelegt, so 
heißen die in Bezug auf dieses Koordinatensystem sich ergebenden 
Koordinaten der einzelnen Sprengpunkte, deren zufällige (unregel- 
mäßige oder unvermeidliche) Abweichungen. 

Die Sprengweite und Sprenghöhe des mittleren Sprengpunktes 
einer Schußserie werden als mittlere Sprengweite und mittlere 
Sprenghöhe dieser Schußserie bezeichnet. 

Der Ort, wo sich der mittlere Sprengpunkt einer Schußserie 
befinden soll, heißt beabsichtigter mittlerer Sprengpunkt der 
Schußserie zum Unterschiede von dem wirklichen mittleren 
Sprengpunkte der Schußserie, d. i. dem Orte, wo der mittlere 
Sprengpunkt sich tatsächlich befindet. 

Wird aus einer großen Zahl von Schüssen die Lage des mitt- 
leren Sprengpunktes ermittelt, dann liegt derselbe mit großer Wahr- 
iBcheinlichkeit auf der mittleren Flugbahn. 

Zur Lösung der in der Praxis vorkommenden Aufgaben macht 
man die Annahme, daß jene Flugbahnstrecke, längs welcher sich die 
Streuung der Sprengpunkte ausdehnt, geradlinig und der Winkel, 
den dieses Bahnstück im Sprengpunkte mit dem Mündungshorizont 
einschließt, gleich dem Einfallwinkel der Flugbahn mit dem Mündungs- 
horizont sei. Diese Vereinfachung rechtfertigt sich damit, daß beim 
Flachschuß, wo oft ziemlich ausgedehnte Stücke der Flugbahn in 
Betracht kommen, diese selbst sehr gestreckt sind, während beim 
Bogenschuß meist nur verhältnismäßig kurze Flugbahnstücke in den 
Streuungsbereich fallen. Aus dem ist zu ersehen, daß auch der Ein- 
fallwinkel einen großen Einfluß auf das Verhältnis der Längen- und 
Höhenstreuung der Sprengpunkte zu einander hat. 

Die erforderliche günstigste Lage des mittleren Sprengpunktes 
wird im Versuchswege bestimmt und so geregelt, daß die Spreng- 
Btücke und Füllkugeln sich bis zum Anlangen am Ziele entsprechend 
ausbreiten und noch die genügende Wucht (lebendige Kraft) besitzen, 
daß ferner der dichteste Teil der Streugarbe auf jenen Teil des 
Zieles auftrifft, wo die größte Wirkung beabsichtigt wird. Erfahrungs- 
gemäß reicht die Wucht von 8 mkg hin, um einen Menschen und von 
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Idmkgy um ein Pferd außer Gefecht zu setzen. Das sind die üblichen 
Angaben; richtiger wäre es, hiezu die Wucht für die Flächeneinheit 
— die spezifische Wucht — anzugeben. 

Wenn auch beim praktischen Schießen die Flugbahnverhältnisse 
genau dieselben wären wie beim Versuche, so würde in den selten- 
sten Fällen der wirkliche mittlere Sprengpunkt mit dem beabsich- 
tigten übereinfallen, d. h, es würde eine Verschiebung des Bildes 
der Sprengpunkte längs der hypothetisch gedachten Bahn erfolgen. 

Diese Verschiebung findet ihre Begründung in konstanten Ur- 
sachen, die namentlich in den Eigenschaften des Zündersatzes zu 
suchen sind; so wird beispielsweise ein höherer Feuchtigkeitsgehalt 
des Satzes den mittleren Sprengpunkt gegen das Ziel hin verschieben. 

In der Wirklichkeit sind die Verhältnisse etwas komplizierter, 
als hier zur Vereinfachung der Anschauung und zur Fixierung der 
Begriffe angenommen wurde, da die einzelnen Sprengpunkte einer 
Serie in den entsprechenden Bahnen der Flugbahngarbe liegen, 
welcher Umstand die Streuungsverhältnisse etwas modifiziert. 

13. Beobachtung beim Schießen von Templer- oder Zeitzünder- 
geschossen. 

Eine — namentlich vom praktischen Standpunkte — wesent- 
liche Komplikation gegenüber dem Schießen von Aufschlaggeschossen 
besteht darin, daß — wenn von der seitlichen Lage der Spreng- 
punkte abgesehen wird — der mittlere Sprengpunkt der Schußserie 
durch zwei Koordinaten bestimmt ist und daß es daher beim Ein- 
schießen erforderlich ist, auf Grund von Beobachtungen diese 
beiden Koordinaten zu regeln. 

Beim Schießen von Tempiergeschossen iot durch Beobachtung 
die Höhenlage des Sprengpunktes in Bezug auf den anzustrebenden 
mittleren Sprengpunkt zu beurteilen oder die Sprenghöhe zu messen 
und festzusetzen; ob der Sprengpunkt vor oder hinter der Einschieß- 
linie liegt. 

Die absolute Größe der Sprengweite kann von der schießenden 
Batterie nur in seltenen günstigen Fällen beurteilt werden. Wenn 
vor dem Schießen von Tempiergeschossen die Höhenrichtung mit 
hinreichender Genauigkeit, z. B. durch das Einschießen mit Äuf- 
schlaggeschossen ermittelt und hierauf die mittlere normale Spreng- 
höhe erreicht wurde, kann auch auf ein normales Sprengintervall 
geschlossen werden. In den meisten Fällen muß man sich begnügen, 
festzustellen, ob die Sprengweite positiv oder negativ war. 

15* 
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Bezüglich der Beobachtung der Seitenabweichungen beim Schießen 
von Tempiergeschossen gelten im allgemeinen dieselben Grundsitze 
wie beim Schießen mit Aufschlaggeschossen. 

Wenn dem Schießen mit tempierten Qeschossen ein Einschießen 
mit Aufschlaggeschossen voranging, bei welchem nebst der Hohen- 
auch die Seitenrichtung für das Schießen von Tempiergeschossen 
ermittelt und konstatierte Seitenabweichungen schon korrigiert wurden, 
so ist eine weitere Beobachtung der Sprengpunkte in Bezug auf 
Seitenabweichungen belanglos ; mitunter ist jedoch diese Beobachtung 
besonderer Umstände wegen dennoch nötig, z. B. wegen plötzlich 
auftretenden, seitlichen Windes und müßte dann gegebenenfalls mit 
niederen Sprengpunkten erreicht werden, weil nur solche sich mit 
dem Ziele in Beziehung bringen lassen. 



VL Abschnitt. 



Maße der Schußgenauigkeit Prozentzahl sowie An- 
zahl der Treflfer in symmetrischen Parallelstreifen. 

Theoretisches Trefferbild. 

1. Wahrseheinliehkeit für das Treffen von symmetrischen 

Parallelstreifen mit einem Schusse. 

In der Theorie der Beobachtungsfehler wurde für die unendlich 
kleine Wahrscheinlichkeit, daß ein zufälliger Fehler von der Größe 
X begangen wird, oder vielmehr, daß er zwischen x und x-{-dx 
liegt, gefunden (I. Band, Punkt 3 des II. Abschnittes): 

worin k das Maß der Präzision bedeutet. Für das Auftreten eines Fehlers 
zwischen den Grenzen a und 6 hat man die Wahrscheinlichkeit: 

m 

soll der Fehler zwischen die Grenzen — a und + a fallen, so beträgt 

die Wahrscheinlichkeit 

h 



-rS'-" 



dx. 



Weil aber gleich große positive und negative Fehler gleich 
wahrscheinlich sind, also die Wahrscheinlichkeit zwischen — a und 
einerseits, und +a anderseits einander gleich sind, kann man 
hiefür setzen: 

2h 



p^lhTe-^^^dx. 
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Wird hierin mittels der Relation hx=^t die neue Veränderliche 
t eingeführt, so folgt: 



-Ä/ 



a\ 



e-^dt=0{ah). 



Die aufgestellten Formeln können in höchst einfacher Weise 
in die Schießtheorie übertragen werden. Man denke sich einen ebenen, 
von zwei Parallelen AB und CD (Fig. 6) begrenzten Zielstreifen 
AB CD, in dessen Mittellinie oder Achse EF der mittlere Treff- 
punkt 31 einer sehr großen Anzahl von unter scheinbar gleichen Ver- 
hältnissen abgegebenen Schüssen fällt. Die Breite dieses Zielstreifens 
sei 2a = z, sonst aber der letztere so lang, wenn man will un- 
begrenzt, daß Fehlschüsse nach dieser Seite dann ausgeschlossen 
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erscheinen, wenn der Zielstreifen senkrecht zur Schußrichtung gestellt 
gedacht wird. Für die folgenden Untersuchungen wird ferner noch 
vorausgesetzt, daß die Mittellinie des Zielstreifens entweder hori- 
zontal oder vertikal liege. Solche zum mittleren Treffpunkte 
symmetrische und unbegrenzte Zielstreifen oder Parallel- 
streifen werden in der Folge kurz symmetrische Parallelstreifen 
genannt. Liegt der mittlere Treffpunkt irgendwo außerhalb der Mittel- 
linie des im angeführten Sinne unbegrenzten Zielstreifens, so wird 
letzterer als asymmetrischer Parallelstreifen bezeichnet. 
Es bedeutet alsdann 

die Wahrscheinlichkeit, daß die bei einem Schusse erhaltene zu- 
fällige Abweichung zwischen x und x-\-dx liegt oder die Wahr- 
scheinlichkeit, daß der bei einem Schusse erhaltene Treffer sich in 
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dem unbegrenzten Elomentarstreifen GHLK von der Breite da; be- 
finde. Es ist auch (I. Band, Punkt 3 des II. Abschnittes) 

Zahl der Abweichunoren zwischen x und x-\-dx h t, j , 

ej ! ^^^ ß — ^ dx 

Gesamtzahl der Abweichungen Y^ 

Denkt man sich nun den ganzen symmetrischen Parallelstreifen, 
von dessen Mittellinie ausgehend, in lauter solche unbegrenzte Ele- 
mentarstreifen von der Breite dx zerlegt, so läßt sich nach dem 
Gesagten sehr leicht für jeden solchen Elementarstreifen die Wahr- 
scheinlichkeit für das Treffen desselben mit einem Schusse aufstellen. 
Das Treffen des symmetrischen Parallelstreifens AB CD mit einem 
Schusse, gleichgültig wo, ist gleichbedeutend mit dem Treffen eines 
der Elementarstreifen mit diesem Schusse. Die Wahrscheinlichkeit P 
mit einem Schusse den symmetrischen Parallelstreifen AB CD zu 
treffen, ist somit nach dem Satze für die vollständige Wahrscheinlich- 
keit gleich der Wahrscheinlichkeit irgend einen der Elementar- 
streifen zu treffen, somit gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten 
für das Treffen der Elementarstreifen. Man hat daher 



h /•* 
P=^ j e-^'^dx 



h 



oder auch 








Dieser Wert für P drückt auch die Wahrscheinlichkeit dafür 
aus, daß die bei einem Schusse erhaltene zufällige Abweichung kleiner 
als a ist. 

2, Maß der Sehußpräzision oder Maß der SehuBgenauigkeit 

Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Schusse gerade eine zufällige 
Abweichung zu begehen, welche zwischen x und x^ix liegt, oder 
wie man zu sagen pflegt, wenn auch nicht ganz korrekt, die Wahr- 
scheinlichkeit, bei einem Schusse gerade die zufällige Abweichung x 
und keine andere zu begehen, beträgt 

dF=^e-^'^dx', 

y jt 

die Funktion -^e-^*"^ heißt das Fehlergesetz (die Fehlerwahr- 

y n 

scheinlichkeitsfunktion oder das Gesetz der Fehlerhäufig- 
keit); die Kurve, deren Gleichung 
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lautet, wird die Fehlerwahrseheinliehkeitskurve genannt (siebe 
I. Band, Punkt l des II. Abschnittes). In dem Fehlergesetze kommt, 
wie bereits wiederholt bemerkt wurde, ein Parameter A vor, der die 
Dimensionen der Wahrscheinlichkeitskurve beeinflußt. Da aber die 
Ordinaten der Wahrscheinlichkeitskurve mit den Dimensionen des 
Trefferbildes im unmittelbaren Zusammenhange stehen, so erkennt 
man, daß aus dem Werte h ein Schluß auf die Ausdehnung des Treffer- 
bildes in der betrachteten Richtung der Abweichungen gemacht werden 
kann; aus diesem Grunde wird h das Maß der Schußpräzision 
oder das Maß der Schußgenauigkeit genannt. Man setzt die 
Genauigkeit einer abgegebenen Schußserie dem Parameter ä direkt 
proportional (siehe I. Band, Punkt 8 des IL Abschnittes). 

Daß h einen Schluß auf die Präzision des Schießens gestattet, 
ergibt sich aus folgender Betrachtung: 

Entsprächen h und Ti =mh, wobei m > 1, zwei Feuerwaffen, so 
sind die Wahrscheinlichkeiten, bei einem Schusse gerade die zu- 
fällige Abweichung x zu erhalten: 

dP=^e-^'^dx und dF=^e-'^'''^dx = ~e-^'^'''dx, 

femer sind die Wahrscheinhchkeiten d Pq und d P^' die zufällige Ab- 
weichung Null zu erhalten: 

dP^zm^-^dx und dPo' = r^-=dx = -^da-, 

y 7t f 7t V 7t 



woraus folgt , .^ , , , 



dPp' _ __ 
dPo ~h ~ '• 

Die Wahrscheinlichkeiten, bei einem Schusse die zufällige Ab- 
weichung Null zu erhalten oder mit anderen Worten, die Wahr- 
scheinlichkeiten, die Einschießlinie zu treffen, verhalten sich 
wie die entsprechenden A-Werte, welche somit die Schußpräzision zum 
Ausdrucke bringen. 

Werden dP und dP' ins Verhältnis gebracht, so erhält man: 

_rfP^_ m 

dP —^x^im^-i)' 

aus welcher Beziehung folgt, daß 

dP' 



1, wenn m^e*'^^"*"-^^ ist. 



dP <^' """" '""< 
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Der besondere Wert von x, für welchen d P'= d P wird, sei mit 
Xq bezeichnet; es ist 



^ 



+ 



ll/^ logm 



l)loge' 



ferner dP'>dP, wenn x<CXqj hingegen dP'<;cZP, wenn x>XQi^t 



Zwei Waffen verschiedener Präzision charakterisieren sich also 
dadurch, daß bei der präziser schießenden Waffe die Wahrschein- 
lichkeiten, bei einem Schusse eine kleine zufällige Abweichung zu 
erhalten, größer und umgekehrt, die Wahrscheinlichkeit, bei einem 
Schusse eine große zufällige Abweichung zu erhalten, kleiner aus- 
fällt als bei der schlechter schießenden Feuerwaffe. 

Zeichnet man die beiden Wahrscheinlichkeitskurven 



1) 






y = 



—Ä»«« 



n 



2) 



y = 



m 



n 



e 



— m«Ma« 



in ein rechtwinkeliges Koordinatensystem ein, so werden sich die- 
selben in zwei zur Ordinatenachse symmetrisch gelegenen Punkten 
L und L (Fig. 6) schneiden, deren Abszissen sind 



Der Kürze wegen soU die Kurve, deren Gleichung 1) ist, als 
Kurve h^ und jene, deren Gleichung 2) ist, als Kurve h^ bezeichnet 
werden. 

Die Ordinate im Ursprünge 
ist bei der Kurve ^2» welche die 
präziser schießende Waffe cha- 
rakterisiert, größer als bei der 
Kurve fej. Für alle unter x^ 
liegenden Abweichungen sind die 
Ordinaten der Kurve k^ größer 
als die der Kurve ki , weil eben bei der genauer schießenden Feuer- 
waffe kleine zufällige Abweichungen wahrscheinlicher sind als große. 
Die über a^ liegenden Abweichungen sind bei der genauer schießenden 
Feuerwaffe minder wahrscheinlich als bei der ungenauer schießenden 
Feuerwaffe; dies zeigt sich in der Fig. 6 darin, daß für x>Xo die 
Ordinaten der Kurve k^ kleiner sind als jene der Kurve fci. 

Man hat für die Wahrscheinlichkeit P, daß eine zufällige Ab- 
weichung ohne Rücksicht auf ihr Zeichen zwischen und a liegt, 
also die Grenze a nicht überschreitet, den Wert (Band I, Punkt 7 
des !!• Abschnittes und Punkt 1 dieses Abschnittes) 



Fig. 6. 
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ah 



~Y^J 



Hierin ist, wenn P konstant vorausgesetzt wird, auch ah 
konstant. Es muß dann für ein n-mal größeres h die ab- 
solute Fehlergrenze a ebensovielmal kleiner werden, d. h. 
es werden n-mal kleinere Abweichungen beim Schießen 
auftreten, was auf eine n-mal größere Schußgenauigkeit 
oder Präzision der betreffenden Waffe schließen läßt. 

Da der Wert h mit der Ausdehnung des Trefferbildes in der 
betrachteten Richtung der Abweichungen zusammenhängt, so 
folgt, daß im allgemeinen in einem und demselben Trefferbilde 
h sich mit der Richtung der Abweichungen ändert 

Werden mehrere Abweichungsrichtungen zugleich be- 
trachtet, z. B. jene Ox und Oy, so wird das h durch Anhängen 
eines Index, z. B. x und y charakterisiert, ebenso P; es ist alsa: 



-7^e~*ida; und dPf,=^-;A- 



dP, = -^e-*ida; und dP^==:^^'iy*dy. 



Wird ein und dieselbe Richtung der Abweichungen festgehalten, 
so ändert sich h mit der Feuerwaffe, der Entfernung und der 
Stellung der Zielfläche. 

3. Einfuhrung der p-prozeniigen Streuungen "zur Beurteilung 

der Sehußgenauigkeit. 

Anstatt der Größe A pflegt man andere Größen einzuführen, 
welche unmittelbar auf die Ausdehnung des Trefferbildes 
hinweisen; die üblichsten dieser Präzisionswerte sind die p-pro- 
zentigen Streuungen, auf die sich alle sonst angewendeten Prä- 
zisionswerte zurückführen lassen (siehe I. Band, Punkt 9 des III. Ab- 
schnittes). 

Unter p-prozentiger Streuung sp versteht man die Breite 
des symmetrischen Parallelstreifens, der p Prozent sämt- 
licher abgegebenen Schüsse enthält. Die Hälfte der p-pro- 
zentigen Streuung heißt p-prozentige Abweichung ap, wonach 

1) 2ap = 8p 

ist. 

Diese Bezeichnung ist vollkommen begründet; denn es besteht 

die Wahrscheinlichkeit -^ = 0-01 V P = O'Op, mit einem Schusse 

100 . ^^^ ^^ 
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eine kleinere zufällige Abweichung als a^ zu erhalten oder mit 
anderen Worten, es sind p Prozent der Abweichungen kleiner als a^,. 
Der Zusammenhang zwischen h und ap ergibt sich aus der 
Formel 

o /nah 

P=-f= I e-^dt=0{ah\ 

Y7tJ 



wenn P=-^ =0*0|j gesetzt wird, wodurch a in ap übergeht; 

man erhält dann: 

P 



= 0'0p=O{aph)\ 



100 

wird der dem Funktionswerte 0*0 p entsprechende Argumentenwert 
mit Qp bezeichnet, so hat man 

2) Qp = ap h. 

Für :p = 25, 60 und 75 gibt die Tabelle I, wie bereits im I. Bande 
Punkt 9 des III. Abschnittes angeführt erscheint, 

(>25 = 0-2263, ^50 = 0-4769 und (>7ß = 0-8134 

and dementsprechend ist: 

0-2253= 026 Ä, 0-4769 = aßoÄ und 0-8134 = 075 A. 

Die 50-prozentige Abweichung wird häufig auch wahrschein- 
liche Abweichung genannt, weil es ebenso wahrscheinlich ist, bei 
einem Schusse eine zufällige Abweichung kleiner als a^o ^^ ^^^^^ 
solche größer als a^^ zu erhalten. Mit Rücksicht auf die bereits im 
L Bande gewählte und allgemein gebräuchliche Bezeichnung für den 
wahrscheinlichen Fehler wird auch in der Schießtheorie die wahr- 
scheinliche Abweichung häufig mit r bezeichnet, so daß a^o = r ist. 
Sehr oft wird für q^q kurz q gesetzt. 

Wird der aus Formel 2) resultierende Wert von h in Formel 
P=0(ah) eingeführt, so folgt: 

and wenn 



a 



4) — = k 

gesetzt wird: 

6) P=^(Q^k). 

Werden Zähler und Nenner im linken Teile der Gleichung 4) ver- 
doppelt und wird 2a = z gesetzt, so ist mit Berücksichtigung von 1) 
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dp 2 dp 8p 

Vom Standpunkte des praktischen Schießens stellte die Breite 
jenes symmetrischen Parallelstreifens dar, für den nach Formel 5) 
die Wahrscheinlichkeit P besteht, mit einem Schusse getroffen 

zu werden, oder in welchem, wie sich aus P=0'Op = ~- ergibt, 

^)=:100.P= 100<&(p„A;) Prozent Treffer zu erwarten sind. 

Im Sinne der obigen Deutung von z heißt das Argument k die 
relative Zieldimension für den symmetrischen Parallel- 
streifen. 

Die Gleichung P=0{Qßok), basiert auf der 50-prozentigen 
oder wahrscheinlichen Abweichung beziehungsweise der 50-prozentigen 
oder wahrscheinlichen Streuung, ist durch die Tabelle II repräsentiert. 
Einen Auszug aus derselben, der für die Bedürfnisse der Schieß- 
theorie weitaus genügt, bildet die Tabelle III; sie wird häufig als 
Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren für symmetrische 
Parallelstreifen bezeichnet. In den Schießtafeln pflegt man statt 
der Wahrscheinlichkeitsfaktoren P das 100-fache derselben, nämlich 
die Prozentzahlen p anzugeben. 

Will man nicht die Prozentzahl p, sondern direkt die Anzahl 
Tit der zu erwartenden Treffer, so folgt, wenn n Schüsse abgegeben 
werden, aus der Proportion 

100:p = n:nt 

die Zahl der zu erwartenden Treffer mit 

Der Name „Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren" ist 
dadurch gerechtfertigt, weil aus ihr jene Größe — der Wahrschein- 
lichkeitsfaktor — entnommen werden kann, welche mit Hundert 
(mit der Anzahl n abgegebener Schüsse) multipliziert, die Prozent- 
zahl p (Anzahl n,) zu erwartender Treffer gibt. 

Die erwähnte Tabelle II beziehungsweise III basiert, wie bereits 
gesagt, auf der 50-prozentigen Streuung. Aus den bisherigen Be- 
trachtungen geht jedoch klar hervor, daß vom theoretischen Stand- 
punkte aus sehr viele, wenn man will unendlich viele Tabellen der 
Wahrscheinlichkeitsfaktoren aufgestellt werden können, da p alle 
Werte zwischen und 100 annehmen kann. In der Ausübung des 
Schießens macht man gegenwärtig fast ausschließlich nur von der 
Tabelle III Gebrauch, bei welcher das Argument 



k = 
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a z Zielbreite 



ttöo «Äo 50-prozentige Streuung 
ist. Die Tabelle IV mit dem Argumente 

, ^ _z_ Zielbreite 



ass «68 68-prozentige Streuung 

wurde in der Schießtheorie in Rußland bis in die jüngste Zeit an- 
gewendet. Die Tabelle V gibt die Funktionswerte für das Argument 

, ja_ _2_ Zielbreite 



«68 «68 58-prozentige Streuung 

In Tabelle III beziehungsweise IV enthält die erste mit k über- 

schriebene Vertikalreihe die Einheiten und die Zehntel der relativen 

z z 

Zieldimension — beziehungsweise — i die Horizontalreihe von k die 

«50 «68 

Hundertel dieser Größe. Der Wahrscheinlichkeitswert, welcher der auf 
zwei Dezimalstellen berechneten relativen Zieldimension entspricht, 
steht nun dort, wo die entsprechende Horizontalreihe mit der ent- 
sprechenden Vertikalreihe sich kreuzt. 

Bei der Tabelle V ist der dem Argumente — zukommende 

Funktionswert O ( ^58 — ) in einer Horizontalreihe zu suchen und es 

steht der Funktionswert neben dem Argumente. 

Die Tabellen der Wahrscheinlichkeitsfaktoren können auch in 
einem rechtwinkeligen Koordinatensystem durch Kurven dargestellt 
werden, wenn man die Werte k als Abszissen, jene P oder p als 
Ordinaten aufträgt. 

Wie bereits bekannt, ist die 50-prozentige Abweichung aso 
gleichbedeutend mit der wahrscheinlichen Abweichung, 
ferner kann die 68-prozentige Abweichung a^^ als der durch- 
schnittliche Fehler ^ und die 68-prozentige Abweichung 
Oes als der mittlere Fehler ft aufgefaßt werden (siehe I. Band, 
Punkt 10 des III. Abschnittes). 

Die Darstellung der Präzisionswerte aso, a^^y a^^ im prozentualen 
Maße gestattet, dieselben angenähert durch einfaches Abzählen 
aus dem Trefferbilde zu ermitteln, indem man alle zufälligen Ab- 
weichungen nach ihrer Größe ohne Rücksicht auf das Zeichen ordnet 
und sodann jene Abweichung sucht, in Bezug auf welche 50, 58, 
68 Prozent kleiner sind; die so gefundene Größe ist die 50-, 58-, 
68-prozentige Abweichung und das Doppelte derselben die bezügliche 
Streuung. 
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Die Methode des Abzählens ist — namentlich bei geringer 
Schußzahl im Trefferbilde — ziemlich ungenau und würde sich dem- 
nach zur Bestimmung der in die Schießtafeln einzutragenden 
Präzisionswerte keineswegs eignen (siehe hierüber I. Band, Punkt 5 
des III. Abschnittes, Seite 68). Diese müssen durch Rechnung 
gefunden werden, und zwar besteht das einfachste Verfahren darin, 
die durchschnittliche Abweichung aus dem Trefferbilde zu rechnen 
und aus dieser durch Multiplikation mit gewissen Reduktionsfaktoren, 
deren Größen im I. Bande, Punkt 6 des III. Abschnittes ermittelt 
wurden, auf die verlangten Präzisionswerte zu schließen. So ist die 
60-prozentige Abweichung das 0'845-fache der durchschnittlichen 
Abweichung, beziehungsweise die 50-prozentige Streuung das 
1'69-fache der durchschnittlichen Abweichung u. s. f. 

Man beurteilt denOrad der Genauigkeit einer unter scheinbar 
gleichen Verhältnissen abgegebenen Schußserie nicht nur nach der 
Größe des Parameters Ä, sondern auch nach der Größe der dieser Serie 
anhaftenden wahrscheinlichen Abweichung r und erkennt einer Schuß- 
serie eine umso größere Genauigkeit zu, je kleiner r ausfällt. Die 
Genauigkeit des Schießens ist somit der wahrscheinlichen Abweichung 
umgekehrt proportional. Dies ist selbstverständlich, denn die wahrschein- 
liche Abweichung ist dem Präzisionsmaß h umgekehrt proportional. 

Was für die wahrscheinliche Abweichung gesagt wurde, gilt 
selbstverständlich auch für die mittlere Abweichung fi und für die 
durchschnittliche Abweichung ^. 

Es ist bekanntlich (I. Band, Punkt 6 des III. Abschnittes): 

_ 0-476 94 _ 0-707 11 _ 0-564 19 
r fi ^ 

Oft wird zur Beurteilung der Schußgenauigkeit die wahrschein- 
liche oder die mittlere oder die durchschnittliche Streuung 
gewählt. 

Die Wahrscheinlichkeitsfaktoren sind ihrem Wesen 
nach für alle Geschütze und Schußentfernungen gleich. In 
allen Schießtafeln befindet sich daher die gleiche Tabelle 
der Wahrscheinlichkeitsfaktoren. Das Eigentümliche der 
Geschütze und der Einfluß der Entfernungen liegt bereits 
in den 50-prozentigen (allgemein p-prozentigen) Streuungen. 

4. Durehsehnittliehe Abweichung. 

In diesem und in dem nächsten Punkte sollen noch speziell die 
durchschnittliche und die mittlere Abweichung beziehungsweise die 
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68-prozentige und die 68-prozentige Abweichung mit Rücksicht auf die 
Theorie des Schießens behandalt werden. 

Die durchschnittliche Abweichung & ist definiert durch den 



Grenzwert, dem sich der Bruch 



M 



n 



nähert, wenn die Anzahl n der 



Fig. 7. 




^ 



unter scheinbar gleichen Verhältnissen abgegebenen Schüsse ins Un- 
endliche wächst und |a;| den absoluten Betrag der bei einem Schusse 
erhaltenen Abweichung bedeutet (vgl. I. Band, Punkt 1 des III. Ab- 
schnittes). 

Man denke sich die unbegrenzte Zielfläche in lauter Elementar- 
streifen zerlegt und betrachte zunächst jenen, dessen Begrenzungs- 
linien um X und x^dx von der Achse AB (Fig. 7) abstehen. Von 
n abgegebenen Schüssen wird eine 
gewisse Anzahl, sie heiße n^y diesen 
Elementarstreifen treffen. Die Ab- 
weichungen im Intervalle x bis x-\-dx 
können als gleich und von der Größe 
x angenommen werden, denn sie unter- 
scheiden sich höchstens um d x von- 
einander. Die absolute @umme der dem betrachteten Intervall zu- 
kommenden Abweichungen beträgt demnach n^ . \x\. Führt man dieses 
Verfahren in allen Intervallen aus, so bekommt man als absolute 
Summe aller Abweichungen 27n^|a?|. Die Summierung erstreckt sich 
über das ganze Gebiet der Abweichungen und \x\ stellt immer nur 
den absoluten Betrag der Abweichung x vor. Man hat also für die 
durchschnittliche Abweichung 



B 



9 = '- =Z l.'t , 

11 W ' ' 



n. 



worin — die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, daß bei einem Schusse die 

Abweichung x begangen werde, oder strenger ausgedrückt, daß bei 
einem Schusse die Abweichung in das Intervall x bis x-\-dx falle; 

demnach ist, wenn die Abweichungen das Gesetz q){x)=-^e-^*'^dx 

befolgen, 

2) 



Hl 

n 



= :r^=e~ 



Ä«j^ 



n 



X. 



Setzt man diesen Wert in 1) ein, so folgt: 



8) » = 2:-r=6-*'"^\xdx^ 



— QO 



C-»'«»dx = :^ 



2 h r" 



, — Ä»a:« 



d X. 
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Das bestimmte Integral wurde bereits im I. Bande, Punkt 2 
des IIL Abschnittes, berechnet; mit Rücksicht hierauf ist: 

^1 0-564 19 

4) d- = —^ = r 

Zu der Gleichung 3) gelangt man auch wie folgt: 

Die unendlich kleine Wahrscheinlichkeit, daß mit einem Schusse 

eine Abweichung x begangen werde, oder vielmehr, daß sie zwischen 

X und x-{-dx falle, ist 

-^e-^^dx. 

Nach der Definition dieser Wahrscheinlichkeit hat man aber 

Zahl der Schusse mit den Abweichungen zwischen x und X'\-A x_ 

Gesamtzahl der Schüsse "" 



multipliziert man beide Seiten mit \x\^ so ist 

Summe der Absolutbeträge der Abweichungen zwischen x und X'\- dx 

Gesamtzahl der Schüsse 

^=-^\x\e—^^'^ dx\ 

wird schließlich von — oo bis -{' cxi integriert, so ergibt sich 

Summe der absoluten Beträge aller Abweichungen 

Gesamtzahl der Schüsse 

= -^ flx\e-^-'dx = ^, 

Y 7CJ 



5. Mittlere Abweichung. 

Die mittlere Abweichung fi ist definiert durch den Grenzwert, 
welchem sich der Wurzelausdruck 

[x x] 



Y\^ 



nähert, wenn die Zahl n der unter scheinbar gleichen Verhältnissen 
abgegebenen Schüsse ins Unendliche wächst ; ic a; ist das Quadrat der 
bei einem Schusse erhaltenen Abweichung x (vgl. I. Band, Punkt 3 
des III. Abschnittes). 
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Den Elementarstreifen, dessen untere Begrenzungslinie den Ab- 
stand X von der Achse AB (Fig. 7) hat und dessen Breite dx be- 
trägt, werden von n abgegebenen Schüssen n^ Schüsse treffen. Jedem 
dieser n^ Schüsse wird eine dem Intervalle x bis x-^-dx angehörende 
Abweichung zukommen. Diese Abweichungen können alle gleich und 
von der Größe x angenommen werden. Die Summe der Quadrate 
der in dem betrachteten Intervall liegenden Abweichungen betragt 
sonach n^,x^. Wird dieses Verfahren in allen Intervallen ausgeführt, 
so bekommt man als Summe der Quadrate aller Abweichungen 
Zw^B.cc*. Die Summierung erstreckt sich über das ganze Gebiet der 
Abweichungen. Man hat also für den Durchschnitt 

1) tt2 = =27 X^y 

worin — die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, daß bei einem Schusse 
n 

die Abweichung x begangen werde, oder strenger ausgedrückt, daß 
bei einem Schusse die Abweichung in das Intervall x bis x-\-dx 
falle; demnach ist 

2) '^ = -^e-^''dx. 

Hiemit übergeht 1) in: 

\\) ^^ = ^ fxU-^'^dx. 

f 71 J 

— 00 

Das bestimmte Integral wurde bereits im I. Bande, Punkt 4 
des III. Abschnittes, berechnet; mit Rücksicht hierauf ist: 

1 0-707 11 

Zu der Gleichung 3) gelangt man auch auf folgende Weise: 
Die unendlich kleine Wahrscheinlichkeit mit einem Schusse die 

Abweichung x zu erhalten oder vielmehr, daß letztere zwischen x 

und x-^dx liege, ist 

^e-'^'^'dx. 

Nach der Definition dieser Wahrscheinlichkeit hat man aber 

Zahl der Schüsse mit den Abweichungen zwischen x und x-\- dx 

Gesamtzahl der Schüsse 

= -^e-^^ dx'y 

Koz&k, AaigleicliUDg von Beobachtungen. H. 1>6 
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multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit x\ so folgt 

Summe der Quadrate der Abweichungen zwischen x und xA;-ix 

Gesamtzahl der Schüsse 

rz=.x'^ir^^^ dx\ 



wird von — oo bis A^^o integriert, so ergibt sich 



Summe der Quadrate aller Abweichungen ä , g-*««"/? 2 

Gesamtzahl der Schüsse Y^j 



— 00 

Beispiel. Wie viel Prozent Treffer sind in dem sym- 
metrischen Parallelstreifen von der Breite 20' respektive 
2ft zu erwarten? 

Da der Durchschnittsfehler O* als die 58-prozentige und der mitt- 
lere Fehler /x als die 68-prozentige Fehlergrenze aufgefaßt werden darf, 
so sind in den fraglichen Parallelstreifen 58 beziehungsweise 68 Prozent 
sämtlicher Schüsse als Treffer zu erwarten. 

Sucht man in der Tabelle V jenen Funktionswert auf, welcher 

dem Argumentenwerte fe = — = 1 entspricht und in der Tabelle IV 

jenen Funktionswert, welcher gleichfalls dem Argumentenwerte 

k == — = 1 zukommt, so wird sich eine neuerliche Bestätigung der 

aufgestellten Behauptung ergeben. 

Die vorgelegte Aufgabe soll nun unter der Annahme gelöst 
werden, daß man die Beziehungen zwischen & beziehungsweise [i und 
«50 = r kennt und nur die Tabelle III der Wahrscheinlichkeits- 
faktoren, basiert auf der 50-prozentigen oder wahrscheinlichen Ab- 
weichung beziehungsweise der 50-prozentigen Streuung zur Ver- 
fügung steht. 

Es ist bekanntlich 0* = — -^-r = ri82 94r und (i = — j^ r = 
= 1*482 60 r; daher ergibt sich für die relativen Zieldimensionen 

2-9' 2 0- ^ ^ , 2u 2u 

= = 1-182!»4 und - '- = ~^ = l-482 60. 



2 «50 *5ü 2 «30 **"5 



50 



Mit Hilfe der zuletzt genannten Tabelle der Wahrscheinlich- 
keitsfaktoren findet man wieder, daß in den symmetrischen Parallel- 
streifen von der Breite 2 & rund 58 Prozent und in solchen von der 
Breite 2 ^ rund 68 Prozent sämtlicher abgegebenen Schüsse als Treffer 
zu erwarten sind. 
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6. Ermittlung^ der zu erwartenden Prozentzahl beziehungs- 
weise der Anzahl Treffer in symmetrischen Parallelstreifen. 

Durch die vorstehenden Untersuchungen ist die Grundlage ge- 
wonnen, um die Hauptaufgabe der Treffwahrscheinlichkeitstheorie 
zu losen, d. u die Ermittlung der Prozentzahl beziehungs- 
weise der Anzahl zu erwartender Treffer, wenn Lage, Form 
und Oröße der Zielfläche, die stets eben vorausgesetzt wird, 
ferner der Ort des mittleren Treffpunktes bekannt sind. 

Wenn bezüglich der Zielfläche alles unverändert gedacht wird, 
so steht offenbar die Prozentzahl (Anzahl) zu erwartender Treffer in 
inniger Wechselbeziehung mit der Lage des mittleren Treffpunktes; 

» 

es kann also auch die Aufgabe eine Umkehrung erfahren, da man 
auf Grund der beobachteten Prozentzahl (Anzahl) Treffer 
nach der Lage des mittleren Treffpunktes fragen kann. 

In diesem Punkte soll vorläufig gezeigt werden, wie man mittels 
der Tabellen der Wahrscheinlichkeitsfaktoren (Tabellen III, 
IV und Y) die Prozentzahl (Anzahl) Treffer bestimmen kann, 
welche in einem symmetrischen Parallelstreifen zu er- 
warten sind. 

Da die genannten Tabellen gemäß der Formel P= O (qp k) 
die Wahrscheinlichkeit P als Funktion der relativen Ziel- 
dimension k(= — = — ^ ausdrücken, so müssen, um P zu finden, 

\ ap 8p J 

gegeben sein: 

a) die Breite z des Zielstreifens und 

h) die in Betracht kommende p-prozentige Streuung Sp 
beziehungsweise die Distanz, für welche aus der Schieß- 
tafel das entsprechende Sp zu entnehmen ist. 

Wird z durch 8p dividiert, so erhält man die relative Dimension 
h imd mit dieser aus der betreffenden Tabelle der Wahrscheinlich- 
keitsfaktoren die Größe P, welche, gemäß der Formeln p = 100 . P 
und nt=^n.Fy mit 100 beziehungsweise mit der Anzahl n der ab- 
gegebenen Schüsse zu multiplizieren ist, um die Prozentzahl be- 
ziehungsweise die Anzahl zu erwartender Treffer zu erhalten. 

Wie schon wiederholt erwähnt wurde, enthalten die in den 
Schießtafeln aufgenommenen Tabellen der Wahrscheinlichkeitsfaktoren 
unmittelbar die Prozentzahlen. 

Ist, bei der Lage des mittleren Treffpunktes in der Mittellinie 
des Parallelstreifens, die Wahrscheinlichkeit P bekannt, diesen Streifen 
zu treffen, so kann die relative Zieldimension fe ermittelt werden; ist 
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zudem z besüehungsweise sp (die Distanz) gegeben, so kann man Sp 
(die Distanz) beziehungsweise z finden. Dies ist auch klar, denn in 
der Gleichung 

kommen drei Größen, nämlich P oder die sie vertretende Größe p, 
ferner z und Sp (die Distanz) vor, welche Veränderungen unterworfen 
werden können. 

Da diese drei Größen nur durch eine einzige Gleichung in Be- 
ziehung gebracht sind, so müssen — soll die Aufgabe eine bestimmte 
werden — zwei dieser Größen bekannt sein, wenn die dritte er- 
mittelt werden soll Demnach ergeben sich, in ganz ungezwungener 
Weise folgende drei in das Gebiet der Praxis fallende Fundamental- 
aufgaben: 

a) Gegeben z und 8p, zu suchen p, oder: Gegeben sind 
die Breite des symmetrischen Parallelstreifens (Zielbreite) 
«und die p-prozentige Streuung »|„ welche einer bestimmten 
Feuerwaffe, Entfernung, Ziellage u. s. w. entspricht; zu be- 
stimmen ist die in dem Ziele zu erwartende Trefferprozent- 
zahl p. 

Die Lösung dieser Aufgabe wurde bereits in diesem Punkte 
erschöpfend erläutert. 

ß) Gegeben Sp und p, zu suchen z, oder: Es ist jene 
Breite des symmetrischen Parallelstreifens (Zielbreite) z 
zu bestimmen, bei welcher für eine gegebene p-prozentige 
Streuung 8p im Ziele p Prozent Treffer zu erwarten sind. 

Für den Funktionswert -^=^^7: kann aus der betreffenden 
Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren der Argumentenwert & = — 

entnommen werden. Da nun k und Sp bekannt sind, so ist z durch 
die Gleichung z = k8p bestimmt. 

yj Gegeben z und p, zu suchen Sp, oder: Wie groß darf 
die p-prozentige Streuung Sp höchstens sein, wenn in einem 
Ziele von der Breite 2 mindestens p Prozent Treffer er- 
halten werden sollen? 

Der Wert k wird so gewonnen wie bei der Aufgabe ßj; hiemit 

z 
resultiert für 8p der Wert ^p = Tr' 

Es ist festzuhalten, wie nochmals hervorgehoben werden möge, 
daß der mittlere Treffpunkt in der Mittellinie des das Ziel 
repräsentierenden, nach einer Richtung hin unbegrenzten Parallel- 
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stroifens zu denken iat; die Bezeiobnung unbegrenzt ist dahin zu 
verstehen, daß der Zielstreifen eine solche Länge haben müsse, daß 
nach dieser Richtung ein Fehlschuß ausgeschlossen erscheint. 

7. Beispiele. 

1. Beispiel. Gegeben k= — = 2, d. h. ein symmetrischer 

«50 

Parallelstrelfen von der Breite z = 2«5o; wie groß ist P be- 
ziehungsweise p? 

Lösung mit Hilfe der Tabelle L Der Gleichung P=Q^(ah) 
zufolge wird es sich hier zunächst um die Angabe des Argumentes 

ah handeln. Man hat allgemein aA = a5oA > wobei bekanntlich 

<^50 

^ = a5oA = 0*4769 bedeutet; der Aufgabe gemäß ist a = «6o = 2a5o, 
also — = & = 2 ; somit ah = 2X 04769 = 0-9638. Die Tabelle I gibt 

«50 

nun für das Argument 0'95 den Punktionswert 0*82089; es ist also 
0(0-95) = 0*82089, welcher Wert als der gesuchte Wert P angesehen 
werden kann. Man hat daher 

P== 0-82089 und p = 820/o. 

Die Konstante 04769 kann übrigens mit Hilfe der Tabelle I 
wie folgt gefunden werden: Da die Wahrscheinlichkeit, daß die bei 

einem- Schusse erhaltene Abweichung kleiner als ago ist, gleich - 

1 ^ 

ist, so hat man 0(a^Qh) = — ^ Die Tabelle I gibt für diesen Funktions- 

wert den Argumentenwert aA = a5oÄ = 0*4769. 

Lösung mit Hilfe der Tabelle der Wahrscheinlichkeits- 
faktoren, basiert auf der 60-prozentigen. Streuung (Ta- 
belle HI). Diese Tabelle gibt für das Argument A: = 2 unmittelbar 
den Funktionswert (9 . ä) = (2 (>) = 0*8227, also ist 

P= 0-8227 und rund p = 820/o- 

Die auf zwei Arten gefundenen Lösungen sind, wie man sieht, 
praktisch fibereinstimmend, was selbstverständlich ist. 

Die Lösung der vorstehenden Aufgabe mit Hilfe der Tabelle I 
ist zwar möglich, aber umständlicher als die Lösung, welche auf der 
Benützung der Tabelle III beruht. Diese Tabelle wird in bekannter 
Weise aus der Tabelle I abgeleitet. 

2. Beispiel. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit 
einem Schusse einen symmetrischen Parallelstreifen von 

der Dimension 2 = --«,5 zu treffen? 
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Es ist wieder ah = a^^h. — > wobei bekanntliob (45 == 0,5 A = 

= 0-2253 bedeutet; der Aufgabe gemäß ist a = -«5o = -a5o, also 
a , 1 . , 1 6 3 



= Ä: = -; somit aÄ = -X 0-2253 = 00751. Die Tabelle I gibt für 

das Argument 0*07 den Funktionswert. 0-07886, welcher als der ge- 
suchte Wert P angesehen werden kann. Es ist somit 

P== 0-07886 und diesem Werte entsprechend |) = 87o. 
Die Konstante 0*2253 kann auch mit Hilfe der Tabelle I ge- 
funden werden; es entspricht nämlich dem Funktionswert 7- = 0-25 

der Argumentenwert 0*2263. 

3. Beispiel Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit 
einem Schusse einen symmetrischen Parallelstreifen von 

der Dimension z=='-s^q zu treffen? 

3 

Hier ist a = -8^o = ~a^o, — =A: = -, () = a5o ä= 0-4769, also 

ah = Qk = ^Q, P=ai((>Ä:)=0(-p) = 0(^XO-4769)=0(O-159O).Aus 

3 00 

der Tabelle I entnimmt man für das Argument aA = 0-16 den Funk- 
tionswert 0(0-16) = 0-17901, welcher als der gesuchte Wahrschein- 
lichkeitswert P angesehen werden kann. Man hat somit 

P= 0-17901 und diesem Werte entsprechend p = i87o- 

Mittels der Tabelle IH der Wahrscheinlichkeitsfaktoren, basiert 
auf der 50-prozentigen Streuung, findet man für das Argument 

fc = -=0'33 direkt den Wahrscheinlichkeitswert ä>(^.Ä) = 0-1761=P, 

also wieder p = 187o- 

4. Beispiel. Einer Feuerwaffe entspricht auf einer be- 
stimmten Distanz ^5o='3'6m; die Höhe eines in horizontaler 
Richtung unbegrenzt gedachten Zieles (Parallelstreifens) 
sei A = l-8m. Wieviel Prozent direkter Treffer können auf 

dieser Entfernung in diesem Zielstreifen erwartet werden? 

1'8 1 
Man hat Ä = l-8m, h^Q = ^'6j daher ist k = —- = —\ dieser rela- 

0*6 2 

tiven Zieldimension entsprechen zufolge der Tabelle III der Wahr- 
scheinlichkeitsfaktoren p = 26-4l7o Treffer. Selbstverständlich ist 
vorausgesetzt, daß der mittlere Treffpunkt in der Mittellinie des 
Parallelstreifens liegt. 

5. Beispiel. In einen symmetrischen Parellelstreifen 

von Ä^l-4m Höhe fallen auf einer gewissen Distanz — der 
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abgegebenen Schüsse. Wie groß ist die dieser Distanz ent- 
sprechende öO-prozentige Höhenstreuung Aso? 

Hier ist P= 0-33, A = 1*4 m; dem Funktionswei-te .0*33 entspricht 

der Tabelle IH der Wahrscheinlichkeitsfaktoren zufolge rund ge- 

h 1*4 
nommen das Argument )k = 0*64, somit ist ^5o = T: = 7r^ = 2M9 



m. 



8. Verwandlung der Tabellen der Wahrseheinliehkeitsfaktoren 
in andere, bei welchen die Prozentzahl das Argument bildet. 



Die Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren gibt für das Ar- 

z z 

gament k = — (allgemein für k = — ), das ist für die relative Ziel- 

dimension, den Funktionswert P oder die Prozentzahl p zu erwar- 
tender Treffer. Man kann aber aus der Tabelle der Wahrschein- 
lichkeitsfaktoren durch Umkehrung eine andere Tabelle ableiten, 
welche für eine bestimmte Prozentzahl p von Treffern die zuge- 
hörige relative Zieldimension k gibt. Die Tabelle der Wahrschein- 
lichkeitsfaktoren löst zwar auch dieses Problem, allein es handelt sich 
hier darum, daß p nach konstanten Differenzen vorwärts schreitet. 
Nachstehend ist eine solche Tabelle, bei welcher die konstante Dif- 
ferenz des Argumentes 5 Prozent beträgt, basiert auf der öO-pro- 
zentigen Streuung, gegeben: 



Prozent- 
zahl p 


Relative 

Ziel- 
dimension 

«50 


Prozent- 
zahl p 


Relative 

Ziel- 
dimension 

*50 


5 


0-09 


55 


ri2 


10 


018 


60 


1-25 


16 


0-28 


65 


1-39 


20 


0-38 


70 


1-54 


25 


0-47 


75 


1-71 


30 


0-57 


80 


1-90 


35 


0-67 


85 


213 


40 


0-78 


90 


2-44 


45 


0-89 


95 


2-91 


50 


1-00 


100 


etwa 4 



Diese Tabelle kann ebenso wie die Tabelle der Wahrscheinlich- 
keitsfaktoren leicht durch eine Kurve dargestellt werden. Für den 
vorliegenden Fall hat man in einem rechtwinkeligen Koordinaten- 
system die Prozentzahlen p als Abszissen und die zugehörigen relativen 
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Zieldimensionan k als Ordinaten aufzutragen (siehe auch Punkt 3 dieses 
Abschnittes, Seite 237). 

Beispiel. Wie breit muß ein Parallelstreifen wenigstens 
sein^ damit derselbe 607o aller Schüsse auffängt? 

Man hat in diesem Falle die 607o entsprechende relative Ziel- 
dimension, das ist 1*25, mit «50 zu multiplizieren. 

Ist anderseits die Breite des Parallelstreifens gegeben und soll 
die maximale Prozentzahl zu erwartender Treffer berechnet 
werden, so dividiere man die gegebene Breite des Parallelstreifens 
durch «50 und erhält dadurch die relative Zieldimension; für diese 
ist aus der eben angeführten Tabelle die fragliche Trefferprozentzahl 
zu entnehmen. Diese Aufgabe wurde bereits im Punkte 6 dieses 
Abschnittes gelöst. Ist beispielsweise ^50 = 1 m, die Breite des Ziel- 
streifens 2= 1*71 m, so erhält man für die relative Zieldimension 

1*71 
k = ——= 1-71, welcher 75% entsprechen. Der Parellel streifen nimmt 

daher 757o Treffer auf. — Es ist selbstverständlich, daß mit der 
vorstehenden Tabelle dieselben Aufgaben gelöst werden können wie 
mit der Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren. 

9. Wahrsoheinliohkeit, mit einem Schusse asymmetrische 

Parallelstreifen zu treffen; 
Prozentzahl (Anzahl) Treffer in denselben. 

Diese Aufgabe läßt sich leicht auf die im Punkte 6 dieses Ab- 
schnittes behandelte zurückführen. Der größeren Klarheit wegen 
sollen bei der Lösung drei Fälle unterschieden werden, und zwar: 

a) der mittlere Treffpunkt befindet sich in einer Be- 
grenzungslinie des Parallelstreifens; 

bj der mittlere Treffpunkt liegt innerhalb des Parallel- 
streifens und 

Fia 8 

, c) der mittlere Treffpunkt 

A B 

A — liegt außerhalb des Parallel- 

i Streifens. 

P I .M ^^ D ^^ ^- ^® ^^^ AB CD (Fig. 8) 

* ° der Parallelstreifen, dessen Breite 

^^ z sein möge; der mittlere Treff- 
B punkt M liegt in der Begren- 



zungslinie CD, Die Wahrschein- 
liohkesit P für das Treffen dieses Parallelstreifens mit einem Schusse 
ist zufolge der zentrisch symmetrischen Verteilung der Treffer nur 
halb so groß als in dem Falle, wo ein Parallelstreifen von der Di- 
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menslon 22^ hier der Parallelstreifen ÄBÄ'B\ symmetrisch zum 
mittleren Treffpunkt liegt. Man hat somit für die Wahrscheinlichkeit 



und für die Prozentzahl 



2 V^ «nn 



s^o^ 



p = lOO.P=bO.0(Q—) 



2z 



Es ist also für die relative Zieldimension k = — aus der be- 

züglichen Tabelle der Funktionswert P beziehungsweise p zu ent- 
nehmen und durch 2 zu dividieren. 

Zu bj. Liegt der mittlere Treffpunkt M (Fig. 9) innerhalb 
des Parallelstreifens und steht er von den Begrenzungslinien 
um Zi und ^2 ab, dann hat man 



es mit zwei Parallelstreifen von 
den Breiten Z| und Z2 zu tun, wo- 
bei der mittlere Treffpunkt in 
einer Begrenzungslinie sich be- 
findet [Fall a)]; mit Rücksicht 
auf die Betrachtungen des Falles 
a) ist also 



Fig. 9. 



c 













A' 


|z-z,*ig 


1 
., i 


-.Ji.. 




g' 


A 


i' i^' 






3r.^ 


B 



^=^(*(»^)+*('^)} 



7-?'*7» 



und 



f_p,+,._5o{*(.^)+*(,ia)}. 



Fällt der mittlere Treffpunkt in die Mittellinie des Parallel- 
streifens, ist also Zi = 2,, so erhält letzterer eine zum mittleren Treff- 
punkte symmetrische Lage und die Aufgabe deckt sich mit jener 
des Punktes 6 dieses Abschnittes. 

Zu c). Liegt der mittlere Treff- ^ ^^^' ^^' 

punkt M (Fig. 10) außerhalb des fiL ^ Jf\.^.j, 8' 

Parallelstreifens, so führe man 
durch M die Gerade Ä'B' parallel 
zu den Begrenzungslinien des Pa- 
rallelstreifens und erhält zwei Pa- 
rallelstreifen ÄBÄ'B'md CDÄB\ 
bei welchen der mittlere Treff- 
punkt in einer Begrenzungslinie 
liegt; die Aufgabe ist dann wieder auf den Fall a) zurückgeführt. 
Hat also der Parallelstreifen ABC D die Breite 3 = 22 — ^i und liegt 
der mittlere Treffpunkt außerhalb dieses Streifens — die eine 




7-3rr2Pi 
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Begrenzungslijiie um s^, die andere um X2>zi von diesem Punkt 
entfernt — , so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, diesen Paralielstreifen 
mit einem Schusse zu treffen, 



-iH 



für die zu erwartende Prozentzahl hat man 



P_h-p, = .o{o(,^)-»(/J)l. 



Diese Formel folgt aus der beim Fall bj für p abgeleiteten 
Formel; denn ändert Zi das Vorzeichen, so muß, weil 0(ak) eine 
ungerade Funktion, also 0{ — ah) = — 0{ah) ist, der Ausdruck 

o(q —) in — 0(0 — -) übergehen. Durch Einführung des Zeichen- 

gegensatzes wird somit die beim Fall b) gefundene Formel verall- 
gemeinert. 

Will man aus der Prozentzahl p die Anzahl n^ der zu erwar- 
tenden Treffer ermitteln, so ist bekanntlich, wenn n Schüsse ab- 

gegeben werden, ''^t = '^~r^' 

10. Unvermeidlicher und vermeidlieher TrefTerverlust. 

Die größte Prozentzahl Treffer wird offenbar dann erhalten, 
wenn der mittlere Treffpunkt in der Mittellinie des Parallelstreifens 
liegt (symmetrischer Parallelstreifen). Ist unter dieser Voraussetzung 
die Breite des Parallelstreifens gleich oder größer als die bezügliche 
4-fache 50-prozentige respektive 3-5(3)-fache 58(68)-prozentige Streu- 
ung, so werden, praktisch genommen, alle Schüsse, d. i. 100 Prozent, 
in dem • Parallelstreifen als Treffer erscheinen oder mit anderen 
Worten ausgedrückt: es findet kein Trefferverlust statt 

Ist, an der obigen Voraussetzung festhaltend, die Breite des 
Parallelstreifens geringer als die oben angegebenen Grenzwerte, so 
werden weniger als 100 Prozent Treffer im Parallelstreifen erscheinen, 
welche Sorgfalt man auch anwenden möge. 

Hiedurch ergibt sich ein Trefferverlust, der nicht zu vermeiden 
ist und den man daher den unvermeidlichen Trefferverlust 
nennen kann. Bezeichnet man ihn, in Prozenten ausgedrückt, mit p«, 
so ergibt sich derselbe, indem von 100 die nach Punkt 6 dieses Ab- 
schnittes berechnete Prozentzahl \> Treffer abgezogen wird. Es ist also 

1) p„ = 100 — 100 0fQ^'—\=zlOO— p. 
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' Infolge der symmetrisohen Letge des beispielsweise horizontaliBn 

Parallelstreifens zum mittleren Treffpunkte werden hievon ^ Prozent 

Schüsse vor den Parallelstreifen und ^ Prozent Schüsse hinter den 

Parallelstreifen fallen, welche dann unvermeidliche Kurz- und 
Weitschüsse genannt werden. Beim vertikalen und symmetrischen 

Parallelstreifen werden ^ Prozent Schüsse, nämlich die Weitschüsse, 

über den Parallelstreifen hinweggehen und ^ Prozent Schüsse, näm- 

lieh die Kurzschüsse, unterhalb des betrachteten Parallelstreifens 
beziehungsweise vor den Parallelstreifen aufschlagen. 

Die Oleichung 1) kann man zweckmäßig durch eine Tabelle 
mit einem Eingange ersetzen. 

Nachstehend folgt eine Tabelle, aus welcher für Werte der 

relativen Zieldimensionen — der unvermeidliche Verlust an Treffer- 

«50 

Prozenten entnommen werden kann. 

Tabelle der unvermeidlichen Trefferverluste für symme- 
trische Parallelstreifen. 



& = 



Si 



60 



k = 



«50 



k = 



«60 



Pu 



k = 



«50 



Ol 
0-2 
0-3 
0-4 
0-5 

0-6 
0-7 
0-8 
0-9 
1-0 



94-62 
89-27 
83-96 
78-73 
73-69 

68-57 
63-68 
58-95 
54*38 
60-00 



1-1 
1-2 
1-3 
1-4 
1-5 

1-6 
1-7 
1-8 
1-9 
2-0 



1 
45-81 


2-1 


41-83 


2-2 


38-06 


2-3 


34-50 


2-4 


31-17 


2-5 


28-05 


1 2-6 


2515 


2-7 


22-47 ! 


2-8 


20-00 ; 

1 


2-9 


17-73 ; 


, 3-0 



15-66 
13-78 
12-08 
10-55 
9-17 

7-95 
6-86 
5-89 
5-05 
4-30 



3-1 
3-2 
3-3 
3-4 
3-5 

3-6 
3-7 
3-8 
3-9 

4-0 



3-65 
3-09 
2-60 
2-18 
1-82 

1-52 
1-26 

1-04 
0-85 
0-70 



In allen Fällen, wo der mittlere Treffpunkt nicht in der Mittel- 
linie des Parallelstreifens liegt (asymmetrischer Parallelstreifen), er- 
gibt sich eine geringere Prozentzahl f' als jene p, welche bei sym- 
metrischer Lage desselben erreicht werden könnte. Dieser aus dem 
eben angeführten Grunde als vermeidlich bezeichnete Treffer- 
verlust ist demnach der Unterschied zwischen der maximalen zu 
erwartenden und der wirklich erhaltenen Prozentzahl Treffer. Be- 
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zeichnet man den vermeidlichen Trefferverlust, m Prozenten 
ausgedrüokt, mit p^, so hat man: 

2) p,c=p-|)'. 

Wenn demnach beim Beschießen eines Parallelstreifens nicht 
alle abgegebenen Schüsse treffen, also ein Trefferverlnst eintritt, so 
kann dies davon herrühren, daß entweder die Breite des Streifens 
kleiner ist als die betreffende größte Streuung oder daß der mittlere 
Treffpunkt sich nicht in der Mittellinie des Parallelstreifens befindet 
Hiebei wird stillschweigend vorausgesetzt, daß das Maß der Schuß- 
präzision der Feuerwaffe unverändert bleibt. 

Beispiele. 

1. Beispiel. Bis zu welcher Entfernung Xq kann gegangen 
werden, damit bei einem gegebenen Ziele ein bestimmt 
fixierter unvermeidlicher Trefferverlust pu nicht über- 
schritten werde, sobald man eingeschossen ist? 

In diesem Falle sind z und p„ gegeben, während sp und dem- 
entsprechend die Distanz Xq aus der Schießtafel zu bestimmen ist. 

Mittels der Tabelle der unvermeidlichen Trefferverluste für 
symmetrische Parallelstreifen kann für den Funktionswert pu der 

z z 

Argumentenwert k = — und aus diesem 9p = j: gefunden werden, 

für welche Größe aus der Schießtafel die Distanz Xq entnommen 
werden kann. 

2. Beispiel. Bis zu welcher Distanz kann als charakte- 
ristisches Merkmal des Eingeschossenseins die Bedingung 
angesehen werden, daß alle Schüsse die gegebene Ziel- 
fläche direkt treffen? 

Hier sind, wie im 1. Beispiel, pu und z gegeben und ist sp 
respektive Xq zu bestimmen. Der unvermeidliche Trefferverlust hat 
jedoch praktisch genommen den Wert Null. 

11. Darstellung des theoretischen Trefferbildes. 

Die beim Schießen zu erwartende Verteilung der Treffer kann 
in allgemeinsterweise bildlich durch das sogenannte theoretische 
Trefferbild ersichtlich gemacht werden. Zu diesem Zwecke zerlegt 
man die — unbegrenzt zu denkende — ebene Zielfläche von einer 
durch den mittleren Treffpunkt gehenden Geraden ausgehend in 
lauter gleich breite Parallelstreifen, z. B. in Streifen, deren Breite 
gleich a^Q oder 0*5 o^q u. s. f. ist, und bestimmt die in den ver- 
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sohiedenen Parallelstreifen zu erwartende Prozentzahl Treffer. Werden 
diese Parallelstreifen hinsichtlieh ihrer Breite in verjüngtem Maßstabe 
dargestellt und wird in jedem derselben die entsprechende Prozent- 
zahl Treffer eingetrageui so erhält man das theoretische Trefferbild, 
welches die Gruppierungsgesetze der Treffer dem Auge gewisser- 



Fig. 11. 
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4 28 (4-5) 
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maßen vorführt. Hiebei werden immer je zwei Parallelstreifen sym- 
metrisch zum mittleren Treffpunkte liegen und in jedem derselben 
wird nach dem Gesetze der zentrischen Symmetrie über die Gruppie- 
rung der Treffer die gleiche Anzahl Treffer zu erwarten sein. 

Die linke Hälfte (I und II) der Fig. 11 stellt 2 theoretische 
Trefferbilder dar; in einem ist die Streifenbreite gleich ago, in dem 
anderen 0*5 050. Wie die in dem theoretischen Trefferbilde ein- 
getragenen Prozentzahlen Treffer zu bestimmen sind, ist nach dem 
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Bisherigen zwar klar, soll aber dennoch duroh das folgende Beispiel 
erläutert -werden. 

Es sind die Prozentzahlen Treffer zu suchen, welche 
in jenen Streifen fallen, dessen Begrenzungslinien von der 
durch den mittleren Treffpunkt gebenden Geraden die Ab- 
stände 4 X 0-5 O50 = 2 «50 = »60 und 3 X 0"5 «so = l'Ö Om = 0-75 Bjo 
haben. Ein solcher Streifen liegt oberhalb und ein ebensolcher 
unterhalb dieser duroh den mittleren Treffpunkt gehenden Geraden; 

Flg. 12. 
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in jedem dieser zwei Streifen ist eine gleiche Prozentzabl Treffer 
zu erwarten. Die in beiden Streifen zu erwartende Prozentzahl Treffer 
ist gleich der Differenz: 

Prozentzahl im Streifen ABCD, dessen Breite 2 Sjo beträgt, 
weniger Prozentzahl im Streifen A'B'C'D', dessen Breite VöBm 
beträgt. 

Für den Zielstreifen ABCD ist sonach die relative Dimen- 
sion A = 2 und für den Streifen A'B'C'D' ist k = lb. Nach der 
Tabelle III der Wahrscheinlichkeitsfaktoren findet man für 
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k = Z als Wahrscheinlichkeitsfaktor 0*8227, entsprechend 82-27%, 
fe=l-5 „ y, 0-6883, „ 68-83%. 

Auf die beiden fraglichen Zielstreifen von der Breite Ob a^o entfallen 
sonach 82*27 — 68*83 = 13-447o, in jedem dieser Zielstreifen sind also 

13*44 

— - — =6*72% Treffer zu erwarten. 

Die Vertikalspalte III stellt das theoretische Trefferbild, basiert 
auf die 58-prozentige, und die letzte Vertikalspalte, nämlich die Spalte 
IV, stellt das theoretische Trefferbild, basiert auf die 68-prozentige 
Streuung dar; die Streifenbreite beträgt 0*5 agg beziehungsweise Oöaeg. 

Bezüglich der Anlage der theoretischen Trefferbilder ist noch 
Folgendes zu bemerken: Zufolge der Ergebnisse der Punkte 7 und 10 
des lU. Abschnittes im I. Bande kann, wie schon wiederholt gesagt 
wurde, vom praktischen Standpunkte die größte zulässige theo- 
retische Abweichung aioo gesetzt werden: 

«100 = 4 ago = 4 7' = 3*5 aßg = 3 agg 

und da die 100-prozentige Streuung «ioo=2aioo ist, so folgt, daß die 
größte praktische Ausdehnung des Trefferbildes, d. i. die größte 
Streuung 

^100 ^^^ ^ ^50 ^^^ 3*^ ^58 =^ 3 ^68 

beträgt. 

In II, III und IV der Fig. 11 wurde die Breite eines Parallel- 
streifens mit -«p (p = 50, 58, 68) angenommen, daher die drei Treffer- 
bilder der Reihe nach 16, 14, 12 Parallelstreifen enthalten; man kann 
nach Gutdünken die Zahl der Parallelstreifen vermindern oder ver- 
mehren; so wurde beispielsweise das Trefferbild in I auch in 8 Pa- 
rallelstreifen zerlegt dargestellt. 

Das theoretische Trefferbild ist nur eine besondere Form der 
Darstellung der Tabellen der Wahrscheinlichkeitsfaktoren. 

In der Fig. 12 ist noch einmal das theoretische Trefferbild 
dargestellt, basiert auf die 50-prozentige Streuung; dasselbe ist aber 
in den Teilen II und III, wie man sieht, noch besonders ausgestattet. 

12. Lösung von Aufgaben mit dem theoretischen Trefferbilde. 

Als Maßeinheit der Breite der Parallelstreifen wird die be- 
zugliche halbe 50-prozentige Abweichung angenommen, ferner wird 
vorausgesetzt, daß in den einzelnen Streifen des theoretischen Treffer- 
bildes die Treffer gleichmäßig verteilt sind. Diese Annahme hat 
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um90 mehr Berechtigung, je relativ schmäler die Streifen des theo* 
retischen Trefferbildes gewählt sind« Dies vorausgesetzt, kann man, 
bei Berücksichtigung der Figuren 11 und 12, mit hinreichender Ge- 
nauigkeit nachstehende Aufgaben lösen. 

AJ Bestimmung der zu erwartenden Prozentzahl Treffer 

in symmetrischen Parallelstreifen. Ist beispielsweise der Pa- 

1 3 

rallelstreifen 1-- beziehungsweise l--mal so breit als die bezügliche 

50-prozentige Streuung, so sind der Darstellung des theoretischen 
Trefferbildes zufolge 68% beziehungsweise 68 + 7 = 750/o Treffer im 
Maximum zu erwarten; 32% beziehungsweise 25% ist dann die 
Prozentzahl unvermeidlicher Fehlschüsse. 

Allgemein gesagt: man hat sich, um die zu erwartende Prozent- 

/X Jim 

zahl Treffer zu finden, Streifen von der Breite -|^ = -^ zu konstru- 

2 4 

leren und sodann das Ziel entsprechend seiner Lage gegenüber dem 
mittleren Treffpunkte im gleichen Maßstabe in die Figur des theo- 
retischen Trefferbildes einzuzeichnen. • 

BJ Ermittlung der Prozentzahl Treffer in asymme- 
trischen Parallelstreifen. Legt man bei beliebiger Lage des 
mittleren Treffpunktes im Parallelstreifen denselben mit der durch 
den mittleren Treffpunkt gehenden, zu den Begrenzungslinien des 
Streifens parallelen Geraden über die Gerade RS des theoretischen 
Trefferbildes, so kann man durch Zusammenzählen, eventuell Ab- 
ziehen unmittelbar die im Parallelsti'eifen zu erwartende Prozentzahl 
Treffer erfahren. 

a) Liegt der mittlere Treffpunkt auf einer Begrenzungs- 
linie des Parallelstreifens, so lege man diese Linie über RS. 

5 4 1 

Ist die Breite des Zielstreifens z. B.- «so, so entfallen auf- «50 = — «50 

o ^ 

offenbar 257o, auf das übrige -«50 die Hälfte von 9%, also 45%, 

o 

daher im ganzen 29'57o? rund 30%. 

b) Befindet sich der mittlere Treffpunkt innerhalb des 
Parallelstreifens, doch nicht auf dessen Mittellinie, so zerlege man 
den Streifen durch eine zu den Begrenzungslinien desselben parallele 
und durch den mittleren Treffpunkt gehende Gerade in 2 Teile, wo- 
durch die Aufgabe auf den Fall a) zurückgeführt ist. Die in den 
beiden Teilen zu erwartenden Prozentzahlen Treffer sind zu addieren. 

c^ Liegt der mittlere Treffpunkt außerhalb des Parallel- 
streifens, so verfährt man analog wie im Falle bj, indem der 
Parallelstreifeu durch die durch den mittleren Treffpunkt gehende 



— 257 — 

Gerade als Unterschied zweier Streifen dargestellt wird, in deren 
Begrenzungslinie der mittlere Treffpunkt liegt. 

G) Das Wievielfache der 50-prozentigen Streuung muß 
mindestens die Breite eines Parallelstreifens betragen, 
wenn er eine bestimmte Prozentzahl Schüsse aufnehmen 
soll [Umkehrung der Aufgabe A)]'i 

Sollen in den Parallelstreifen beispielsweise 58 Prozent Schüsse 
fallen, so muß dessen Breite größer als die einfache und kleiner als 

die l--fache 50-prozentige Streuung sein. Durch eine einfache Pro- 

portion findet man, daß der Parallelstreifen mindestens 1'22-mal so 
breit sein muß als die 50-prozentige Streuung betragt. 

D) Der Teil III in der Fig. 12 hat große Wichtigkeit für das 
Einschießen, worüber später eingehend gesprochen werden wird. 
Wie die Darstellung zeigt, sind — von einer Begrenzungslinie des 
theoretischen Trefferbildes ausgehend — die in den aufeinander 
folgenden Parallelstreifen enthaltenen Prozentzahlen nach und nach 
zusammengezählt worden und ermöglicht die so gewonnene Zahlen- 
reihe die Lösung der Aufgabe: Aus der Prozentzahl Schüsse, 
welche auf einer Seite der Einschießlinie liegen, den wahr- 
scheinlichsten Abstand des mittleren Treffpunktes von 
dieser Einschießlinie , zu bestimmen. 

Liegen vor der erwähnten Geraden beispielsweise 26(75) Prozent 
der Schüsse, so muß dieselbe im theoretischen Trefferbilde durch 
EiE^{EiE^') gehen, und es befindet sich dann der mittlere Treff- 

1 
punkt um das Maß -«50 hinter (vor) dieser Geraden. 

Eine andere Lösung dieser allgemeinen Aufgabe ist im Punkte 20 
dieses Abschnittes enthalten. 

Diese kurze Darlegung der Verwertung des theoretischen Treffer- 
bildes wird genügen, um sich in allen in der Praxis vorkommenden 
Fällen zurecht zu finden; hiemit ist auch gezeigt, daß bei der ge- 
gebenen Ausstattung des theoretischen Trefferbildes die Tabellen 
der Wahrscheinlichkeitsfaktoren und die davon abgeleiteten Tabellen 
— namentlich, wenn man die Bedürfnisse der Praxis im Auge hat — 
gänzlich entbehrt werden können und daß bei steter Verwertung des 
theoretischen Trefferbildes der nicht zu unterschätzende schieß- 
pädagogische Vorteil erreicht ist, daß man stets gezwungen ist, sich 
Ziel und Streuungsfläche in ihrer geometrischen Beziehung vorzu- 
stellen, wodurch die Lösungen von Aufgaben ihres abstrakten Cha- 
rakters ganz entkleidet werden. 

Ko2&k, Anflgleictaung toq Beobachtungen. II. ^ij 
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13. Bestimmung der auf einer Seite einer Einsehießlinie zu 
erwartenden Prozentzahl (Anzahl) Treffer bei beliebiger Lage 

des mittleren Treffpunktes. . 
Wahrscheinlichkeit eines Kurz- oder Weitschusses. 

Diese Aufgabe ist für das Einschießen auf Grund der 
Unterscheidung von Kurz- und Weitschüssen von fundamen- 
taler Bedeutung. 

Es sei E^E^ (Fig. 13 und Fig. 14) die gegebene Einschießlinie 
und M der mittlere Treffpunkt; durch diesen denke man sich die 
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Gerade Äi Ä^ \\ Ei E^ gelegt. Der Funkt M kann auf einer beliebigen 
Seite (entweder vor oder rückwärts) der Einschießlinie liegen oder 
auch in letztere fallen. Fällt Min EiE^, so liegen die Treffer zu 
beiden Seiten der Einschießlinie gleichmäßig verteilt. Es wird sich 
also nur darum handeln: 

aj die Frozentzahl (Anzahl) jener Treffer zu bestimmen, die 
auf derselben Seite von E^ E^ liegen, auf welcher sich der mittlere 
Treffpunkt befindet und 

b) die Prozentzahl (Anzahl) jener Treffer zu suchen, die nicht 
auf derselben Seite von E^ E^ liegen, auf welcher sich der mittlere 
Treffpunkt befindet. 

Den Ausgangspunkt der Lösung der Aufgabe bilden die bereits 
im Punkte 9 dieses Abschnittes abgeleiteten Formeln 
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« ^■=ll*('i5)+*('!?))' 

indem man in dieselben Z2 = oo und z statt Zi setzt, wobei z den 
Abstand des mittleren Treffpunktes von der zur Schußrichtung senk- 
rechten Einschießlinie und «50 die 50-prozentige Längenstreuung be- 
deuten. Man erhält alsdann für die Wahrscheinlichkeit Pi, daß der 
nächste Treffer mit dem mittleren Treffpunkte auf derselben Seite 
der Einschießlinie liegt, wegen 0(cx)) = l (Wahrscheinlichkeit für das 
Treffen der unbegrenzten Fläche ist gleich der Einheit), aus 1): 

^■=?*('D+l»<»»=l*(%i;)+r 

oder 

Die Wahrscheinlichkeit P^, daß der Treffer und der mittlere 
Treffpunkt auf verschiedenen Seiten der Einschießlinie liegen, beträgt 
zufolge der Formel 2): 



4) ^.-ii'-»(^e» 



«so//' 

Wie man sieht, ist Pi -{- P, = 1, wie zu erwarten war. 

Wird auf die Prozentzahlen übergegangen, so hat man wieder, 
wenn der Treffpunkt und der mittlere Treffpunkt auf derselben 
Seite der Einschießlinie liegen, 

P, = 1OO.^-{1 + <I>(,|?)} = 6O{1 + 0(,|?)); 

liegen hingegen der Treffpunkt und der mittlere Treffpunkt auf 
verschiedenen Seiten der Einschießlinie, so ist: 



p. = 60{l-<2>(,^^)} 



2z> 

^50' 

Diese Formeln ergeben sich leicht direkt, wenn man festhält, daß 
auf jeder Seite der Geraden AiA^ stets 50 Prozent Treffer liegen 
und daß die im Parallelstreifen E^ E^ A^ A^ zu erwartende Prozent- 
zahl Treffer nach Punkt 9 dieses Abschnittes ermittelt werden kann. 

Aus der gefundenen Prozentzahl p ergibt sich in bekannter 
Weise wieder die Anzahl n' der auf einer Seite der Einschießlinie Ei E^ 
zu erwartenden Treffer mittels der Gleichung 

17* 
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100 



wenn n Schüsse abgegeben wurden. 

Die Formeln 3) und 4) lassen sich zur Bestimmung der Wahr- 
scheinlichkeit eines Kurzschusses beziehungsweise zur Bestim- 
mung der Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses verwenden. 

Es ist nach dem Vorstehenden, wenn der mittlere Treff- 
punkt vor der Einschießlinie (kurz) liegt, 

a) ^.=H-+»('i-:)i 

die Wahrscheinlichkeit eines Kurzschusses, hingegen 

die Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses. 

Nimmt man als Maßeinheit nicht die 50-prozentige Längen- 
streuung «50, sondern die 50-prozentige oder wahrscheinliche Längen- 

2z 2z z 
abweichung r an, wird ferner — = —- = - = f gesetzt und, da ein Irr- 

«60 2r r 

tum nicht eintreten kann, der Faktor q nicht eigens geschrieben, so 
erscheinen die Gleichungen 5) und 6) in der Form: 

Liegt der mittlere Treffpunkt weit, so findet man für die 
Wahrscheinlichkeit eines Kurzschusses 

9) n'=l{i-o(Q} 

und für die Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses 

Die Gleichungen 7) und 9) sowie jene 8) und 10) lassen sich 
in je eine Formel zusammenfassen, wenn die Schußrichtung als 
positive Abszissenrichtung festgesetzt und demgemäß auch z 
und g vom mittleren Treffpunkte i^f als Koordinatenursprung gezählt 
werden. Man erhält dann als Wahrscheinlichkeit für einen 
Kurzschuß: 

11) 2\^l{l + OC^)} 
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und als Wahrscheinlichkeit für einen Weitschuß: 

12) P,= l(l_0(£)}, 

worin g jedesmal mit seinem Vorzeichen einzuführen ist. Bekanntlich 
besitzt die Funktion 0{i) die Eigenschaft 

d. h. sie ist eine ungerade Funktion. Hierauf weist die Entwicklung 
3) auf Seite 46 im L Bande hin. 

Mit Hilfe der Tabelle II oder III wurden die Werte der Funktion 

13) ^f = ^{i + <^a)} 

für positive und negative Werte des Argumentes g berechnet, und 
zwar innerhalb der Grenzen 

— 5<: — £;<0<g<5. 

Die erhaltenen Resultate sind in der Tabelle VI niedergelegt. 

Für Werte — oo< — g<: — 5 unterscheidet sich P_g= ~ {l + 0{ — g)} 

praktisch nicht mehr von Null; für 5<:£;<^^ ist ^f = x^{l + <^(5)} 

nicht mehr praktisch vom Werte 1 zu unterscheiden. 

Um beispielsweise den Funktionswert P^ für g= + 0*9 zu finden, 
hat man aus der Tabelle III den Funktionswert {Q für 0'9 zu ent- 
nehmen; dieser lautet 0*4562. Es ist also: 

Pj = 1 (1 -f. 0-4562) = 0-7281 

und 

P_f =i (1 -0-4562) = ^^^= 0-2719. 

Für die Richtigkeit der Rechnung hat man als Kontrollgleichung 
P^-}-P^^=i, Ist sonach P^ bekannt, so ergibt sich P-j aus 

Die Gleichungen 11) und 12) sollen nun in einem rechtwinkeligen 
Koordinatensysteme graphisch dargestellt werden. Der mittlere Treff- 
punkt M sei der Koordinatenursprung und die positive Richtung 
der Abszissenachse übereinfallend mit der Schußrichtung. Die Ar- 

gumentenwerte — = 5 werden als Abszissen, in den Endpunkten der- 
selben die zugehörigen Werte Ph beziehungsweise P«, als Ordinaten 
aufgetragen. Durch Verbindung der so erhaltenen Punkte ergeben 



— 262 — 



sich die in den Fig. 15 und 16 dargestellten Kurven, und zwar ent- 
spricht die Fig. 15 der Gleichung 11) und die Fig. 16 der Gleichung 12). 
Beide Kurven verlaufen asymptotisch zur Abszissenachse und zu der 
im AbStande -h ^ zu dieser Achse parallel laufenden Geraden. Die 
Kurven nähern sich ihren Asymptoten außerordentlich rasch; man 
kann annehmen, daß jede dieser Kurven ihre Asymptoten bereits im 
Abstände + 4 r vom mittleren Treffpunkte erreicht. Jede dieser 
Kurven besteht aus zwei kongruenten Zweigen und ist zentrisch- 
symmetrisch in Bezug auf den Schnittpunkt mit der Ordinatenachse. 

Fig. 15. 

Kurzschußkurve 
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Fig. 16. 

Weirschußkurve 




Die Ordinaten jener Kurve, welche durch die Gleichung 11) 
gegeben ist, stellen die Wahrscheinlichkeiten dar, mit welchen beim 
Schießen mit der jeweiligen Tagesdistanz x oder mit der jeweiligen 
Aufsatzdistanz x Kurzschüsse zu erwarten sind, vorausgesetzt, daß 
die Einschießlinie jedesmal die zugehörige Lage besitzt*) Aus diesem 
Grunde soll diese Kurve als Kurzschuß kurve bezeichnet werden. 

Die Kurve, deren Gleichung 12) ist, heißt aus analogen Gründen 
Weitschußkurve. 



*) Die Erklärung der Begriffe Tageselemente und Tagesrelation sind 
im Punkte 25 dieses Abschnittes enthalten. 
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Der Wichtigkeit der Aufgabe wegen soll auch die direkte 
Lösung derselben gezeigt werden. Zunächst sei erinnert, daß der 
Abstand des mittleren Treffpunktes von der Einschießlinie positiv 
(negativ) ist, wenn sich die letztere in größerer (kleinerer) Ent- 
fernung vom schießenden Geschütze befindet als der mittlere Treff- 
punkt (Fig. 18 und Fig. 14). Die Tagesdistanz oder die Aufsatz- 
distanz der Einschießlinie oder des Zieles sei xe; M sei der 
mittlere Treffpunkt, welcher beim Schießen mit der zur Entfernung 
X gehörigen Elevation erhalten wird. 

Je nachdem der Abstand z des mittleren Treffpunktes M von 
der Einsohießlinie EiE^ positiv oder negativ ist, hat man für die 
folgende Untersuchung 2 Fälle zu unterscheiden: 

o») Xe — x=-\-z, d. h. die Einschießlinie liegt in größerer 
Entfernung vom schießenden Geschütz als der mittlere Treffpunkt 
(Fig. 18) und 

b) Xe — x= — z, d. h. die Einschießlinie liegt in kleinerer Ent- 
fernung vom schießenden Geschütz als der mittlere Treffpunkt (Fig. 14). 

Im Falle a) sind alle Schüsse, welche eine Abweichung vom 
mittleren Treffpunkte in den Grenzen — c» bis z aufweisen, Kurz- 
schüsse. Die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung zwischen den 
Grenzen z und z-\-dz lautet bekanntlich: 

14) ^e-^^dz. 

Meistens ist jedoch nicht das Präzisionsmaß A, sondern die 50-pro- 
zentige oder wahrscheinliche Abweichung r beziehungsweise die 
50-prozentige Streuung «50 bekannt. Es wäre umständlich, wollte 
man in diesem Falle die Wahrscheinlichkeit, daß eine Abweichung 
beispielsweise innerhalb der Grenzen — z und z liegt, nach der 
Tabelle I berechnen. Zur bequemeren Rechnung benützt man in 
diesem Falle die Tabellen II oder in, in welchen als Argument das 

Verhältnis - gewählt ist. Dieses wurde der Kürze wegen mit g be- 

^ z 

zeichnet (siehe Seite 260), so daß 5 = - ist. 

r 

Zwischen dem Präzisionsmaß h und der wahrscheinlichen Ab- 
weichung r besteht bekanntlich die Beziehung 

hr = Q, p = 047694. 

Ersetzt man demgemäß im Ausdrucke 14) k durch -> so entsteht: 
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oder wenn g als unabhängige Veränderliche eingeführt wird, 
15) -^e-p'^dg. 

Mißt man also die Abweichung z in wahrscheinlicher Abweichung, 
so bedeutet der letzte Ausdruck die Wahrscheinlichkeit, daß die 
Abweichung zwischen den Grenzen i und ^-{-d^ eingeschlossen liegt 
Die Wahrscheinlichkeit Pk eines Kurzschusses ergibt sich aus 
15) durch Integration innerhalb der Grenzen — oo bis +f, so daß 

P.= 



oder weil 



00 ' -00 ^f 

-pL I e-p'?'dg = - (Integral von Laplace) 
YnJ 2 



und 



-f 

ist, 

16) P.=J{i + a>(£)}, 

z 
worin, wie bereits gesagt, i die Verhältniszahl - bedeutet, ferner r. 

und z = ME in gleichen Längeneinheiten, gewöhnlich in Metern, aus- 
gedrückt sind. 

Die Wahrscheinlichkeit Pu-, einen Weitschuß zu erhalten, ergibt 
sich alsdann aus P«. = 1 — Pk mit 

17) P, = i{i-<2>(J)} 
oder auch aus 

18) P^ = ^ Te-n^dt 

Man sieht, daß die Gleichungen 16) und 17) mit den Gleichungen 
7) und 8) übereinstimmen. 

Im Falle b)^ wo die Einschießlinie in geringerer Entfernung 
vom schießenden Geschütze liegt als der mittlere Treffpunkt, wird 
ein Kurzschuß dann erhalten, wenn der Abstand des betrachteten 
Treffpunktes vom mittleren Treffpunkte in den Grenzen — oo und 
— g liegt. Die Wahrscheinlichkeit hiefür ist 



i 
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19) -P*'=^{l-Ö'(g)}- 



Die Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses ist in diesem Falle 

20) P„'=l-P; = |{l + 0(g)}; 

dieselbe ergibt sich auch aus 

Die Übereinstimmung der Gleichungen 19) und 20) mit jenen 
9) und 10) liegt also auch vor. 

Au9 dem Vors4;ehenden ist gleichzeitig zu ersehen, daß die 
Kurven, deren Gleichungen 11) und 12) sind, Integralkurven der 

Wahrscheinlichkeitskurve ri = z^e~f^ sind. 

Nachstehend soll gezeigt werden, wie die gefundenen Resultate 
noch weiter vereinfacht werden können. 

Zu diesem Zwecke führe man die Funktion F{Q ein, welche 
durch die Formel 

21) ^'(5) = :^ A-P'f'rfg=^{l+*(5)} 



00 



definiert werden soll Es ist dann 



22) 



OD i. 



*) Hiebe! wird von der Transformation eines bestimmten Integrals, welche 
in der Zeiohenänderung der Intergrationsvariablen besteht, Gebrauch 

r' 

gemacht. Macht man in i /(x)dx die Substitution x = — <, so folgt 



a 

b 



j f(x)dx=jf(^t)di = jf(-x)dx. 



a —h — h 
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Versteht man unter t eine Veränderliehe, welche sowohl positive 
als auch negative Werte annehmen kann, dann sind die Formeln 21) 
und 22) durch 



23) F{t) = ^ Ce'P'S'di 

00 



darstellbar. 

Die weitere Untersuchung zerfällt in zwei Fälle: 

a) in die Formel 23) wird t^= gesetzt; das Substitutions- 

7* 

resultat F(— ) ist, je nachdem xe^x, wie gezeigt werden soll, 

mit den Wahrscheinlichkeiten P* und P*' gleichbedeutend; 

X — Xk 

o) in die Formel 23) wird < = substituiert; das Resultat 

J gibt, je nachdem x^xe, mit den Wahrscheinlichkeiten 

Pu> und Pi/ übereinstimmende Werte. 

Xe ~~~ X 

Zu Fall aj : * = Ist xe > Xj so liegt der mittlere Tref f - 

-n / Xe — X \ 

punkt vor der Einschießlinie; das Substitutionsresultat F\^ j 

entspricht dem Ausdrucke F{Q, übereinstimmend mit P*, d. i. mit 
der Wahrscheinlichkeit eines Kurzschusses, wenn der mittlere Treff- 
punkt vor der Einschießlinie liegt. 

Ist hingegen xe < x, so liegt der mittlere Treffpunkt hinter der 

(Xv ' X\ 
J entspricht dem Ausdrucke 

F{ — g), übereinstimmend mit P^, d. i. mit der Wahrscheinlichkeit 
eines Kurzschusses, wenn der mittlere Treffpunkt hinter der Ein- 
schießlinie liegt. 

Man kann somit in allen Fällen die Wahrscheinlichkeit 

eines Kurzschusses durch Fy— Jz=F(^e — S) darstellen, 

sobald man unter If die Entfernung der Einschießlinie und 
unter S die Entfernung, auf welche geschossen wird, beide 
Entfernungen in wahrscheinlichen Abweichungen ausge- 
drückt, versteht. 

X ~~~ Xf 

Zu Fall b): t = Ist x<:xEf so liegt der mittlere Treff- 

/ «C —"■ Xk\ 

punkt vor der Einschießlinie, das Substitutionsresultat F\^ — J 

entspricht dem Ausdrucke F{ — g), übereinstimmend mit P«,, d. i. mit 
der Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses, wenn der mittlere Treff- 
punkt vor der Einschießlinie liegt. 
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Ist hingegen x > xe, so liegt der mittlere Treffpunkt hinter der 

(X ■""" Xv\ 
j entspricht dem Ausdrucke 

F(g), übereinstimmend mit PJ, d. i. mit der Wahrscheinlichkeit eines 
Weitschusses, wenn der mittlere Treffpunkt hinter der Einschieß- 
linie liegt. 

Die Funktion f( ^~^^ )=F{^—^e) stellt somit in allen 

Fällen die Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses dar. 
Aus 21) und 22) folgt, daß 

ist; es muß mithin stets auch 

i^(b-l) + i^(5-U=l 
beziehungsweise 

J^(b-|) = l-i^(|-b) 
sein, wie zu erwarten war. 

Beispiele. 

1. Beispiel. Die Entfernung, auf welcher geschossen 
wird, sei a; = 3200m; hiebei betrage die 50-prozentige oder 
wahrscheinliche Abweichung r=16m. Es soll die Wahr- 
scheinlichkeit eines Kurzschusses ermittelt werden, wenn 
das Ziel (die Einschießlinie) sich a) auf xe = ^2M m und 
b) auf a:/= 3160m befindet? 

nt- j T3. n ^ u X Xe—x j. , j. 3240 — 3200 40 

Für den Fall a) hat man =tE — 5= tt^ = tt = 

^ r 16 16 

= 2*5. Nach der Tabelle VI ergibt sich also für die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit 

n = J^(b'-|) = J^(2-5) = 0-954. 

T T^ „ y^-^^E—x ^„ j. 3160 — 3200 40 

Im Falle b) ist — = |js."— 1 = — =_ = — 25; 

T 10 10 

für diesen Wert findet man aus der genannten Tabelle 

P^=F{y—i) = F{-^ 2-5) = 0046. 

2. Beispiel. Für die Angaben ic = 4000m, iCit;= 4040m und 
r = 20m ist die Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses zu 
suchen. 

Es ist = = — ^ = — 2, daher beträgt nach | 

der Tabelle VI die Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses 

P„, = i^(— 2) = 0089. 
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14. Vergleich der Sehießergebnisse mit der Theorie. 

Nachstehende zwei Beispiele*) sollen zeigen, inwieweit die 
Versuchsergebnisse mit den theoretischen Ableitungen übereinstimmen 
(siehe den VII. Abschnitt im I. Bande). 

Um die Berechtigung der Anwendung des Fehlergesetzes auf 
die Schießresultate nachweisen zu können, ist es notwendig, daß die 
betreffenden Versuche mit großer Sorgfalt angestellt werden und 
daß man zuvor alle Ursachen systematischer Fehler beseitigt. 

1. Beispiel. Dieses betrifft einen Schieß versuch, welcher auf 
dem Kruppschen Schießplatz in Meppen im Dezember 1880 mit 
einerschweren 12 cm Belagerungskanone ausgeführt wurde. Es wurden 
100 Schuß mit 50 Elevation und mit der Anfangsgeschwindigkeit 
blV2 msec-^ abgegeben. Geschoßgewicht : 1 6*4 kg ; Pulverladung: : 
4*5% prismatisches Schwarzpulver mit 7 Kanälen; Dichte des Pulvers: 
1'64. Das Schießen wurde in zwei Serien zu je 60 Schuß an zwei 
aufeinanderfolgenden Tagen (17. und 18. Dezember) vorgenommen. 
Wind mäßig, seitlich, von konstanter Stärke an beiden Tagen 
{i'Bmaec-^)] der Treffpunkt (Aufschlag) eines jeden Schusses wurde 
im TexTain bezeichnet. Die mittlere Schußweite, also die Entfernung 
des mittleren Treffpunktes der Schußserie betrug x=: 289546 m. 

Die in Metern ausgedrückten Längenabweichungen vom mitt- 
leren Treffpunkte der Schußserie sind in nachfolgender Tabelle ent- 
halten, wozu noch bemerkt wird, daß die Schüsse nicht in der Reihen- 
folge der Schußnummern geordnet sind. 



+ 38-5 


+ 7-5 


+ 16-5 


— 6-5 


24-5 


25-5 


— 11-5 


7-5 


+ 4-5 


4-16-5 


+ 38-5 


+ 7-5 


+ 3-5 


— 7-5 


27-5 


19-5 


— 11-5 


5-5 


4- 4-5 


4-16-5 


+.30-5 


+ 8-5 


+ 2-5 


— 7-5 


26-5 


— 17-5 


10-5 


— 5-5 


+ 7-6 


4-17-5 


+ 25-5 


+ 8-5 


-f 3-5 


11-5 


28-5 


20-5 


— 9-5 


3-5 


4- 9-5 


4-19-5 


+ 24-5 


4- 9-6 


+ 0-5 


16-5 


28-5 


17-5 


10-5 


4-5 


4-10-5 


4-18-5 


+ 25-5 


4-10-5 


— 5-5 


16-5 


— 29-5 


— 15-5 


— 9-5 


0-5 


4-10-5 


4-19-5 


-f 23-5 


+ 10-5 


4-5 


21-5 


21-5 


— 15-5 


— 9-5 


+ 2-5 


4-11-5 


4-29-5 


+ 4-5 


+ 13-5 


— 3-5 


20-5 


8-5 


— 14-5 


8-5 


+ 3-5 


4-14-5 


4-32-5 


+ 4-5 


+ 13-5 4-5 


21-5 


9-5 


13-5 


~ 7-5 


4- 3-5 


4-15-5 


4-32-5 


1+ 5-5 


+ 14-5 


- 6-5 


- 24-5 


30-5 


- 13-5 


7-5 


- 4-5 


4- 14-5 


4-34-5 



*) Das 1. Beispiel ist entnommen dem von Ritter y. Eberhard ins Deutsche 
übersetzten Werke von N. Sabudski (Seite 247), das 2. Beispiel dem in russischer 
Sprache im Jahre 1881 erschienenen Werke yon Majewski „Darstellung der Me- 
thode der kleinsten Quadrate" (Seite 117). 
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Aus der vorstehenden Tabelle geht hervor, daß 49 Abweichungen 
positiv, 51 negativ waren; es ist mithin die Anzahl der positiven 
und negativen Fehler nahezu gleich. 

Werden die Abweichungen vonfi mittleren Treffpunkte der Schuß- 
serie ohne Bücksicht auf das Vorzeichen nach ihrer Größe geordnet, 
so findet man die folgende Verteilung: 

zwischen Om und 5'öm liegen 22 Abweichungen, 



5"5 m 


V 


10 m 


» 


20 


10 m 


I» 


15 m 


n 


18 


15m 


» 


20 m 


» 


15 


20 m 


n 


26 m 


» 


9 


25 m 


ii 


30 m 


» 


9 


30 m 


m 


35 m 


«1 


5 



n 



weiter als 35 m vom mittleren Treffpunkte liegen nur 2 Abweichungen. 

Als obere Grenze des ersten Intervalls wurden deshalb 5*5 m 
statt 5 m gewählt, weil 4 Abweichungen von der Größe 5*5 m, ge- 
nauer 5*46 m, erhalten worden sind. 

Die mittlere Längenabweichung eines einzelnen 
Schusses ergibt sich aus 



.=±f 



28 461 

= + 16-96 m. 



99 

Hieraus folgt für die wahrscheinliche Abweichung der 
einzelnen Beobachtung 

r= + 0-6745 fi = ±l 1-44 w. 

Von den in der Tabelle angeführten Abweichungen sind, ohne 
Rücksicht auf das Vorzeichen, 48 kleiner und 52 größer als 11*44 m; 
es ist also nahezu die Hälfte aller Abweichungen kleiner als die aus 
der mittleren Abweichung berechnete wahrscheinliche Abweichung. 

Unter der Voraussetzung, daß das Gaußsche Fehlergesetz auf 
den vorliegenden Schießversuch anwendbar ist, soll nun berechnet 
werden, wieviele von den 100 Abweichungen in den Grenzen — 5*5 m 
und +ö*5m, — 10m und -\-lQm, — 15m und +15m u. s. w., —35m 
und +35m, — 40m und -f-^Om wahrscheinlich eingeschlossen sind. 

Hiezu bilde man zuerst die Quotienten k = -y indem der Reihe nach 

r 

5'5, 10, 15, , 35, 40 durch 11*44 dividiert wird. Für die erhaltenen 

Werte k findet man in der Tabelle II oder III die entsprechenden 
Werte P=0(Qk), welche die Wahrscheinlichkeiten darstellen, daß die 
Abweichung eines einzelnen Schusses zwischen den Grenzen — a und 
a liegt. Werden diese Wahrscheinlichkeiten mit der abgegebenen 
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Schußzahl multipliziert, im vorliegenden Falle also mit 100^ so ergibt 
sich die zu erwartende Anzahl der Abweichungen. 

In nachfolgender Tabelle sind die für }00 0{q k) gefundenen 
Werte, sowie die Anzahlen der Schüsse, welche tatsächlich in den 
betreffenden Grenzen liegen, nebeneinander gestellt. Auf diese Art 
ergab sich die Anzahl der Abweichungen 

berechnet aus beobachtete SchuB- 



zwischen 






100 P = 100 <t> (p *) 


zahl beim T 


— 6*5 m 


und 


5E 


► m 


25*4 


22 


— 10 m 


T» 


10 


m 


44-5 


42 


— 15 m 


1» 


15 


m 


62-0 


60 


— 20 m 


n 


20 


m 


760 


75 


— 26 m 


n 


25 


m 


86-0 


84 


— 30 m 


n 


30 


m 


92-3 


93 


— 35 m 


n 


36 


m 


961 


98 


— 40 tn 


m 


40 


m 


98-2 


100 



Die erhaltenen Zahlen zeigen deutlich die für die Praxis hin- 
reichende Übereinstimmung zwischen den nach der Theorie berechneten 
Werten und den Versuchsergebnissen; mit anderen Worten, sie be- 
weisen die Zulässigkeit der Anwendung der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung auf die Untersuchung der SchieSresultate. 

2. Beispiel. Bei dem im Jahre 1864 zu Metz durchgeführten 
Versuche behufs Ermittlung der Lage der Geschoßflugbahn wurden 
aus einer 16-pfündigen glatten Belagerungskanone 100 Schüsse (Rund- 
geschosse) mit der Pulverladung 1*333% und mit konstantem Ele- 
vationswinkel abgegeben. Die Flughöhen des Geschosses wurden für 
jeden Schuß auf vertikalen Netzen bezeichnet, welche in verschie- 
denen Entfernungen vom Geschütze aufgestellt waren. In der nach- 
stehenden Tabelle sind die beobachteten Flughöhen ^i, 1/2; — 1 2/100 
über dem Mündungshorizonte in Metern für die Entfernung (Ab- 
szisse) 200 tn von der Mündung zusammengestellt. 



Vi 

2/3 
2/4 

2/6 

Vi 

2/8 
2/9 

2/10 



= 3-91 
= 3-41 
= 2-76 
= 2-81 
= 3-51 

= 4-21 
= 3-41 
= 4-36 
= 4-21 
^4-43 



2/11=3-59 

2/12 = 4-06 
t/i3 = 4-61 

2/14 = 3-36 
2/15 = 4-18 



2/16 

2/17 

2/18 
2/19 
2/20 



3-36 
3-96 
3-86 
3-91 
366 



2/21 = 3-89 
2/22 = 4-29 
2/2S = 4-09 
2/24 = 4-32 
2/35 = 4-19 

2/26 = 
2/27 = 
2/28 = 
2/29 = 
2/80 = 



2-79 


2/86 


4-12 


2/37 


4-25 


»38 


3*79 


2/89 


3-70 


2/40 



2/31 = 4-44 
J/82 = 3-86 
S/98 = 3-36 
2/34 = 4-82 
2/85 = 3-85 

= 3-67 
= 3-60 
= 4-20 
= 410 
= 4-06 



2/41 = 3-44 
»42 = 3-82 
2/43 = 3-60 
2/44 = 4-15 
y4ß = 3-95 



2/46 

2/47 

2/48 

»49 

2/50 



4-42 
3-87 
3-45 
3-70 
3-86 
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ysi = 4-69 
ysa = 4-39 
^53 = 3-79 
»54 = 3-44 
»55 = 4-09 

^56 = 4-14 
^57 = 4-19 
yss = 3-74 
^59 = 4-49 
j/eo = 3-34 



»61 = 3-37 
»62 = 3-60 
»68 = 4-22 
»64 = 3-87 
y65 = 4-20 

»66 = 3-59 
yei = 4-44 
»68 = 4-29 
»69 = 3-57 
»70 = 3-69 



»71 = 3-89 
»7« = 3-69 
^78 = 4-17 
y^^ = 4*49 
»76 = 4-19 

»76 = 3-64 
y^^ = 4-17 
^78 = 3-89 
»79 = 3-89 



»81 = 3-87 
ysi = 3-74 
»83 = 4-69 
^84 = 4-24 
»85 = 3-62 

»86 = 3-94 
ysi = 3-54 
ygg = 4-69 
2/89 = 3-94 
^90 = 4-09 



»91 
»92 
»98 
»94 
»95 

»96 
»97 
»98 
»99 



= 3-47 
= 4-14 
= 3-79 
= 3-94 
= 3-82 

= 3 59 
==3-42 
= 4-27 
= 3-62 



j/80 = 4-14 ^90 = 4-09 yioo = 4-52. 

Die aus allen 100 Schüssen abgeleitete durchschnittliche, also die 
wahrscheinlichste Flughöhe » beträgt 

[»] 



» = 



100 



= 3*917 m. 



Die Abweichungen der einzelnen Flughöhen yi von der aus 
100 Schüssen abgeleiteten wahrscheinlichsten Flughöhe », nämlich 
die Differenzen — y^ + »> *=1| 2, 3, — , 100, in Metern ausgedrückt, 
sind in der folgenden Tabelle angegeben. 



— »1 +»= 0"007 

— »2 +»= 0*507 
-»8 +»= 1157 
-»4+»= 1107 

— »5 +y= 0-407 

— »6 +»= -0-293 

— »7 +»= 0-607 

— »8 +» = — 0-443 

— »9 +» = — 0-293 

— »10+» = — 0-513 

-»11 + »= 0-327 
~ »12 + »= — 0143 

— »18 + » = — 0-693 

— »14 + »= 0-557 

— »15 + » = — 0-263 

— »16 + »= 0-657 

— »17 + » = — 0-043 

— »18 + » = 0-067 

— »19 + » = 0-007 

— »80 + »= 0-257 



— »81+»= 0027 

— »22 + » = --0-373 

— »28 + » = — 0-173 

— »24 + »= — 0-403 

— »85 + » = — 0-273 

— »26 + » = 1-127 

— »27+» = — 0-203 

— »28+» = — 0-333 

— »29 + »= 0-127 

— »30 + »= 0-217 

— »81 + » = — 0-523 

— »88 + »= 0-057 

— »88+»= 0*567 

— »34 +'» = — 0-903 

— »86+»= 0-067 

— »36+»= 0-247 

— »37+»= 0-317 

— »38 + » = — 0-283 

— »89 + » = — 0-183 

— »40 + » = — 0-133 



— »41 + » = 0-477 

— »42 + » = 0-097 

— »48 + »= 0-317 

— »44 + » = — 0-238 

— »45+» = — 0-038 

— »46+» = -0-503 

— »47 + » = 0-047 

— »48 + » = 0-467 
-»49 + »= 0-217 

— »60 + »= 0-067 

— »61+» = — 0-673 
-»62 + » = — 0-473 
-»58 + »= 0127 
-»54+»= 0-477 

— »55 + » = — 0-173 

— »56+» = — 0-223 

— »57+» = — 0-273 

— »58 + »= 0-177 

— »59 + » = — 0-573 

— »60+»= 0-577 
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Vf^i+y — 


0-547 


yu + y — 


0-277 


2/91 +2/ — 


0-447 


2/62 + 2/ — 


0-417 


yn+y — 


— 0-258 


2/92 +2/ = 


— 0-223 


2/68+2/ = ' 


— 0-303 


—yis + y — 


0027 


2/98 +2/ — 


0-127 


2/64 + 2/ — 


0-047 


— 2/79 + 2/ — 


0-027 


2/94 +2/ — 


— 0023 


^65+2/ — - 


— 0-283 


2/80 + 2/ — 


— 0-223 


2/96 +2/ — 


0097 


^66 +2/ — 


0-327 


2/81 + 2/ — 


0-047 


— 2/9« +2/ — 


0-327 


2/67 + 2/ — 


— 0523 


2/82 + 2/ — 


0-177 


2/97 +2/ — 


0-497 


2/68 + 2/ — 


— 0*373 


2/88 + 2/ — 


— 0-673 


2/98 +J/ = - 


— 0-363 


2/69 + 2/ — 


0-347 


2/84 + 2/ — 


— 0-323 


—2/99 +y — 


0-297 


yio + y — 


0*227 


2/86 + 2/ — 


0-397 


2/100 + 2/ — - 


— 0-603 


yn + y — 


0-027 


2/86+2/ 


0-023 






yit + y — 


0-227 


2/87 + 2/ — 


0-377 






yis + y — 


— 0-263 


2/88+2/ — 


— 0-773 






2/74 + 2/ = ■ 


— 0-573 


2/89 + y — ' 


— 0-023 






2/76 + 2/ — 


— 0-273 


2/90 + 2/ — ■ 


— 0-173 







Die mittlere Abweichung einer beobachteten Ordinate, 
aus allen 100 Schüssen abgeleitet, hat den Wert 

u = + 0409 m. 

I — — 

Die durchschnittliche Abweichung einer beobachteten 
Ordinate, aus allen 100 Schüssen abgeleitet, ist 

-8'== + 0-321 m. 

Wird die durchschnittliche Abweichung auf Grund des mittleren 
Fehlers (ft = + 0-409 wi) bestimmt, so findet man 



d^=y -/x= + 0-326wi; 



dieser Wert kommt dem früher gefundenen Werte 0-321m sehr nahe. 
In der Folge wird nur die mittlere Abweichung fi einer beobach- 
teten Ordinate angewendet. 

Die wahrscheinliche Abweichung »v der Durchschnittsordinate y 
von der wahren Ordinate Y — aus. allen 100 Schüssen abgeleitet — 
erhält man mit 






Tu — _ ^-- — 



0-409 = 4: 0-028 m; 



man kann also 1 gegen 1 wetten, daß sich die wahrscheinlichste 
Flughöhe </ = 3'917m nicht mehr als um 0-028 w von der wahren 
Flughöhe Y unterscheidet. 
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Es soll nun die Gröfie der Abweichung a von der wahrschein- 
lichsten Ordinate y gesucht werden, welche der Wahrscheinlichkeit 

4 
P= 0(ah) = — = 0*8 entspricht. Man bestimme zunächst mit Hilfe 

der Tabelle I jenen Wert des Argumentes ah, welcher dem Funk- 
tionswert 0*8 entspricht; dieser ist aA = 0-9062. Hiemit folgt für 
den absoluten Wert der fraglichen Abweichung 

0*9062 Ur2 1/ 2 

a = T — = 0-9062 • ^^7=- = 0-9062 V — - • 0*409 = 0-052 m, 



Y^ r 100 

d. h. man kann 8 gegen 2 wetten, daß die Abweichung der wahr- 
scheinlichsten Flughöhe y = 3*917 m nicht mehr als 0*062 m von der 
wahren Flughöhe Y beträgt, oder mit anderen Worten, man kann 
8 gegen 2 wetten, daß der Fehler der wahrscheinlichsten Flughöhe 
3*917 m den Wert 0*052 w nicht überschreitet. 

Soll der absolute Wert der Abweichung a von der wahrschein- 
lichsten Ordinate bestimmt werden, welche der Wahrscheinlichkeit 
P=0(aA)==O-9 entspricht, so schlage man den eben gezeigten Weg 
ein. Mit Hilfe der Tabelle I ergibt sich als Argumentenwert, welcher 
dem Funktionswert 0*9 entspricht, aA = 1*163; hiemit folgt für die 
fragliche Abweichung 



f. 



a= 1-163 1/ —— .0-409 = 0-067 m; 



man kann also 9 gegen 1 wetten, daß der Fehler der wahrschein- 
lichsten Flughöhe 3*917 m den Wert 0067m nicht überschreitet. 

Für P= 0(aA) = O*99, folgt als zugehöriger Argumentenwert 
aÄ= 1*8214 und hiemit für den absoluten Wert der fraglichen Ab- 
weichung 

r 



a= 1-8214 1/ -—. 0*409 =0*106 m; 



man kann also 99 gegen 1 wetten, daß der Fehler der wahrschein- 
lichsten Flughöhe 3*917 m die Größe 0*105 m nicht erreicht. 

Es sei noch P= (a ä) = 0-999 angenommen. Diesem Funktions- 
wert entspricht ah = 2-327 als Argumentenwert und hiemit folgt für 
den absoluten Wert der zu suchenden Abweichung 



'^-'-'^'f-äö 



.0-409 = 0*135 m; 



man kann also 999 gegen 1 wetten, daß der Fehler der wahrschein- 
lichsten Flughöhe 3-917 w die Größe 0*135 m nicht erreicht. 

Koc&k, Aasgleichong von Beobachtungen. II. j^g 
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Soll umgekehrt die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, daß 
sich die wahrscheinlichste Flughöhe 3*917 m von der wahren am nicht 
mehr als 0'05 m unterscheidet, so hat man zun ächst den Argumenten- 
wert ah = y zu suchen. Es ist y = 006|/ -z— -^r--^- =0'864; diesem 
^ ^ JI 2 0-409 

Argument entspricht nach der Tabelle I die Wahrscheinlichkeit 
P = 0*78. Es kann also 78 gegen 22 oder (wegen 77 : 22) fast 7 
gegen 2 gewettet werden, daß die wahrscheinlichste Flughöhe 3'917m 
von der wahren Flughöhe sich höchstens um 005 m unterscheidet 
Der wahrscheinliche Fehler der mittleren Abweichung [i ist 

gegeben durch fi-^ = 0*409 — — — = 0020m (siehe Punkt 10 des 

IV. Abschnittes im I. Bande). Man kann also 1 gegen 1 wetten, daß 
die mittlere Abweichung 0'409 m von der aus einer sehr großen Zahl 
Yon Abweichungen abgeleiteten mittleren Abweichung sich um nicht 
mehr als 0*020 m unterscheidet. 

Die wahrscheinliche Abweichung einer beobachteten 
Ordinate ist ^ }^ft = 0*4769 VT. 0*409 = 0*276 m. Man kann also 
1 gegen l wetten, daß die Abweichung einer beliebigen Flughöhe 
den Wert 0*276 w nicht überschreitet. 

Der Grenzwert der Abweichung einer beliebigen Flughöhe ent- 

sprechend der Wahrscheinlichkeit P= a> (a ä) = - = 0*8, welcher das 

5 

Argument aA = 0*9062 zukommt, ist 

a = 0*9062 Yzii = 09062 Yz . 0*409 = 0*524 w. 

Man kann also 8 gegen 2 wetten, daß die Abweichung einer beliebigen 

Flughöhe den Wert 0*524 m nicht überschreitet. 

FürP= <I>(aÄ) = 0*9, entsprechend dem Argumente aA= 1*1631,, 

folgt 

a = 11631 y 2 fi = 0*674 m. 

Es kann also 9 gegen 1 gewettet werden, daß die Abweichung einer 

beliebigen Flughöhe den Wert 0674m nicht überschreitet 

Wird P=a>(aA) = 0*99 gesetzt, wofür aA= 1*8214 entspricht, 

so folgt ^- 

a = 1*8214 ¥211= 1*053 m. 

Man kann also 99 gegen 1 wetten, daß die Abweichung einer be- 
liebigen Flughöhe 1*053 m nicht überschreitet. 

Für P= <Z>(aA) = 0*999, entsprechend aA = 2*3268, ergibt sich 
a = 2*3226 Y2fi= 1*347 m. 

Es kann also 999 gegen 1 gewettet werden, daß die Abweichung 
einer beliebigen Flughöhe den Wert 1*347 m nicht überschreitet. 
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Soll die Wahrscheinlichkeit ermittelt werden, daß die Abweichung 
einer beliebigen Flughöhe den Wert 0*5 m nicht überschreitet, so 
hat man zunächst den Argumentenwert a& = }/ zu suchen. Es ist 

y = 0-5 -7^ = 0*864. 

0-409 72 

Diesem Argument entspricht die Wahrscheinlichkeit P=0*78. 
Man kann also 78 gegen 22 oder fast 7 gegen 2 wetten, daß die 
Abweichung einer beliebigen Flughöhe den Wert 0*5 m nicht über- 
schreitet 

Um sich von der Übereinstinmiung der unmittelbaren Beob- 
achtungsresultate mit den nach der Methode der kleinsten Quadrate 
berechneten Fehlergrenzen, welche den verschiedenen Wahrschein- 
lichkeiten entsprechen, zu überzeugen, soll angenommen werden, daß 
die wahre Flugbahn mit der den 100 abgegebenen Schüssen ent- 
sprechenden mittleren Flugbahn übereinfällt. Ordnet man die 100 
sich ergebenden Abweichungen — yi-\- Vf ^ Metern ausgedrückt, 

wobei z==l, 2, , 100 ist, nach ihrer absoluten Größe, also ohne 

Rücksicht auf das Vorzeichen, so ergibt sich die Tabelle der Werte 

\ — yi + y\ a^' Seite 276. 

Aus der genannten Tabelle ist ersichtlich: 

a) Die wahrscheinliche Abweichung = 0*276 m einer beliebigen 
Flughöhe fällt der Größe nach zwischen die 49. und 50. erhaltene 
Abweichung, d. h. von den in der Tabelle angeführten 100 Abwei- 
chungen sind 49 kleiner und 51 größer als die wahrscheinliche Ab- 
weichung 0*276 m, oder es ist fast die Hälfte aller Abweichungen 
kleiner und somit auch fast die Hälfte aller Abweichungen größer 
als die wahrscheinliche Abweichung; diese liegt fast in der Mitte der 
nach ihren absoluten Werten geordneten 100 Abweichungen. Will 
man also wetten, daß eine beliebig genommene Abweichung der 
Größe nach den Wert 0*276 m nicht überschreitet, so wird die Anzahl 
der für das Gewinnen günstigen Fälle fast dieselbe sein als die 
Anzahl der für das Verlieren günstigen Fälle, womit auch die wahr- 
scheinliche Abweichung charakterisiert wjrd. 

b) Es wurde gefunden, daß 0*524 m jene Fehlerabweichung einer 
beliebigen Flughöhe ist, welche der Wahrscheinlichkeit P=0*8 ent- 
spricht Der Größe nach liegt 0*524 m zwischen der 85. und 86. Ab- 
weichung oder von 100 Abweichungen sind 85 kleiner als 0*524 m. 
Wenn man also annimmt, daß die wahre Flugbahn mit der mittleren 
Flugbahn aus 100 Schüssen übereinfällt, so ist die der Fehlergrenze 
0*524 m entsprechende Wahrscheinlichkeit 085 sogar etwas größer 
als 0*8. 

18* 
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Tabelle der Werte | — y» + y|- 



Fortlau- 
fende Zahl 


V 

«^5^ 




Absoluter 

Wert des 

Fehlers 


Fortlau- 
fende Zahl 


SnhuA- 
Nummer 


Absoluter 

Wert des 

Fehlers 


Fortlau- 
fende Zahl 


^ 2 


Absoluter 
Wert des 
Fehlers 


- 
1 


1 


1 

0007 ' 

1 


1 

36 


56 


0-223 


1 71 


5 


0-4O7 1 


2 


19 


0-007 


87 


80 


0-223 


72 


62 


0-417 1 


3 


86 


0-023 


38 


92 


0-223 


73 


8 


0-448 


4 


89 


0-023 ' 


39 


70 


0-227 


! 74 


91 


0-447 


5 


94 


0023 


40 


72 


0-227 


76 


48 


0-467 


6 


21 


0-027 


41 


44 


0-233 


76 


52 


0-473 


7 


71 


0027 


42 


36 


0-247 


77 


41 


0-4T7 


8 


78 


0027 


43 


73 


0-253 


78 


54 


0-477 


9 


79 


0027 


44 


77 


0-258 ' 


79 


97 


0-497 


10 


45 


0-033 


45 


20 


0-257 ' 


80 


46 


0-5O3 


11 


17 


0043 


46 


15 


0-263 


81 


2 


0-5 O 7 


12 


47 


0047 


47 


25 


0-273 


82 


7 


0-5O7 


13 


64 


0-047 


48 


57 


0-278 


83 


10 


0-513 


14 


81 


0-047 


49 


75 


0-273 


84 


31 


0-523 


15 


16 


0067 


50 


76 


0-277 


85 


67 


0-523 


16 


18 


0-057 


51 


88 


0-283 


86 


61 


0-54:7 


17 


32 


'. 0-057 


52 


65 


0-288 


87 


14 


0-5 öT 


18 


35 


0067 


53 


6 


0-293 


88 


33 


0-6 6 T 


19 


50 


0-067 


54 


9 


0-293 


89 


59 


0-5 TS 


20 


42 


0-097 


55 


99 


0-297 


; 90 


74 


0-5 TS 


21 


95 


0097 


56 


63 


1 
0-303 


91 


60 


0-5 TT 


22 


29 


0-127 


57 


87 


0-817 


92 


100 


0-6 OS 


23 


53 


0127 


58 


43 


0-317 


93 


51 


0-6 TS 


24 


93 


0127 


59 


84 


0-323 


94 


83 


O-STS 


25 


40 


0133 


60 


11 


0-327 

1 


95 


13 


0-6 öS 


26 


12 


0-143 


61 


66 


0-327 , 


, 96 


88 


0-7 TS 


27 


23 


0-173 


i 62 


96 


0327 ■ 


97 


34 


0-9 OS 


28 


55 


0-173 


63 


28 


0-333 


98 


4 


1-1 OT 


29 


90 


0173 


64 


69 


0-347 


99 


26 


1-127 


30 


50 


0-177 


65 


98 


0-353 


100 


3 


ll&T 


31 


82 


0-177 


66 


22 


0-373 








32 


39 


0-183 


67 


68 


0-373 








33 


27 


0-203 


68 


87 


0-377 


1 






34 


30 


0-217 1 


69 


85 


0-397 








35 


49 




0-217 


70 


24 


0-403 
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c) Die Untersuchung ergab, daß 0-674 m jene Fehlergrenze einer 
beliebigen Flughöhe ist, welche der Wahrscheinlichkeit P=0'9 ent- 
spricht. Der Größe nach liegt 0*674 m zwischen der 94. und 95. Ab- 
weichung oder von 100 Abweichungen sind 94 kleiner als 0*674 «i. 
Wenn man also annimmt, daß die wahre Flugbahn mit der mittleren 
Plugbahn aus 100 Schüssen übereinfällt, so ist die der Fehlergrenze 
0-674 m entsprechende Wahrscheinlichkeit sogar etwas größer als 0'9. 

dj Es ist 1*053 9» jene Fehlergrenze einer beliebigen Flughöhe, 
welche der Wahrscheinlichkeit 0*99 entspricht. Der Größe nach liegt 
1*053 w zwischen der 97. und 98. Abweichung oder von 100 Ab- 
weichungen sind 97 kleiner als 1053 m. Stellt also die mittlere Flug** 
bahn aus 100 Schüssen die wahre Bahn vor, so ist also die der Fehler- 
grenze 1'053 m entsprechende Wahrscheinlichkeit 0*97 etwas kleiner 
als 0*99. 

ej Man sieht, daß von den 100 Abweichungen nicht eine einzige 
die Größe 1*347 m überschreitet; der Grenzwert r347m entspricht, 
wie gefunden wurde, der Wahrscheinlichkeit 0-999. 

fj Die Fehlergrenze 0*5 m liegt der Größe nach zwischen der 79. 
und 80. Abweichung; dies kommt sehr nahe der erforderlichen Wahr- 
scheinlichkeit 078 gleich, welche dieser Fehlergrenze entspricht. 

15. Allgemeine Bemerkxing. Beispiele. 

Zum besseren Verständnisse der Punkte 16 und 18 dieses Ab- 
schnittes seien die folgende Bemerkung und — hierauf anschließend — 
fünf Beispiele angeführt. 

Allgemeine Bemerkung. Ist p die Wahrscheinlichkeit, daß 
ein Ereignis eintritt, also 1 — p die Wahrscheinlichkeit dafür, daß es 
nicht eintritt, so ist p^ die Wahrscheinlichkeit dafür, daß es zweimal 
eintritt und (1 — py die Wahrscheinlichkeit dafür, daß es zweimal 
nicht eintritt. Ebenso erkennt man, daß, wenn ein Experiment mit 
der Wahrscheinlichkeit p gelingt, die Wahrscheinlichkeit, daß es 
dreimal gelingt und zweimal mißlingt, gleich p^(l — p)^ ist. Hier war 
aber die Reihenfolge der Fälle, in denen das Experiment gelingt 
beziehungsweise mißlingt, genau vorgeschrieben. Ist diese Reihen- 
folge nicht vorgeschrieben, sondern will man die Wahrscheinlichkeit 
wissen, daß das Experiment unter fünf Fällen überhaupt dreimal 
gelingt, zweimal mißlingt, so hat man das Produkt p^{l — p)^ so oft 
zu setzen, als sich die Begriffe: 

.»gelingen, gelingen, gelingen, mißlingen, mißlingen'' 
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6! 
permutieren lassen. Man erhält auf diese Art -y^ als den Faktor, 

mit dem ^^(l — p)> zu multiplizieren ist. 

Analog geht man vor» wenn es sich um die Bestimmung der 
Wahrscheinlichkeit dafür handelt, daß in einer Serie von s Schüssen 
m Schüsse kurz und 8 — m = n Schüsse weit seien. Ist nämlich p 
die Wahrscheinlichkeit, daB ein Schuß auf der einen Seite der Ein- 
schießlinie — kurz — liegt, so ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem 
Schusse auf die andere Seite der Einschießlinie — weit — zu kommen, 
1 — p. Für eine bestimmte Reihenfolge des m-maligen Eintreffens 
und «-~m==n-maligen Ausbleibens von Kurzschüssen hat man dem- 
nach die Wahrscheinlichkeit p^il — y)**. 

Sollen hingegen in einer erst abzugebenden Serie von s Schüssen 
m Kurzschüsse und s — m = n Weitschüsse beobachtet werden und 
ist sonst keine weitere Forderung gestellt, so ist offenbar für dieses 
künftige Ereignis die Reihenfolge der Kurz- und Weit- 
schüsse unbestimmt und gleichgültig, oder mit anderen Worten, 
es wird auf die Aufeinanderfolge der Kurz- und Weitschüsse inner- 
halb der 8 Schüsse kein Qe wicht gelegt; es werden also alle mög- 
lichen Gruppierungen als gleichwertig angenommen. Man erhält als- 
dann für das Eintreffen dieses künftigen Ereignisses die Wahr- 
scheinlichkeit 



m 



8l 



denn — r~7 drückt die Anzahl der Permutationen von 8 Elementen 
mini 

aus, worunter m gleiche Elemente einer Art und « — w = n gleiche 
Elemente einer anderen Art vorkommen. 

I.Beispiel. Die Wahrscheinlichkeit, mit einem einzigen 
Schusse aus einem Geschütze einen Kurzschuß zu erhalten, 

s.. p.i, d., W.hraoheiauohke.. ...» W....CI..,»,. U. 

dann auch q = l — jp = -. 

Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, bei zwei 
Schüssen folgende Kombinationen zu erhalten: 

a) zuerst einen Kurzschuß und dann einen Weitschuß; 

bj zuerst einen Weitschuß und dann einen Kurzschuß; 
endlich 

c) einen Kurzschuß und einen Weitschuß in beliebiger 
Reihenfolge. 



— 279 — 

Nach der Tbeorie der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
findet man zu a) und h) P= — . — = -. 

Nach der "f heorie der zusammengesetzten und der vollständigen 
Wahrscheinlichkeit folgt zu c) P'=-.--f-.-=-; es ist also F= 2 P. 

2 2 2 /v 4> 

3 3 1 

2. Beispiel. Dieselbe Aufgabe für P = -t und 5=1 — 7=7 
zu lösen. 

Man findet zu a) und b) P=^; zu c) r=^ + ^ = l=2P. 

16 lo lo o 

3 1 

3. Beispiel. Gegeben wie im 2. Beispiel j? = -> q = j'Zu 

suchen die Wahrscheinlichkeit, bei fünf Schüssen drei Kurz- 
schüsse und zwei Weitschüsse a) in gegebener Reihenfolge 
und b) in was immer für einer Reihenfolge zu erhalten? 
Siehe auch Punkt 4 des I. Abschnittes dieses Bandes. 

4. Beispiel. Aus zwei ganz beliebigen Geschützen 6^1 
und &s wird je ein Schuß auf dasselbe Ziel oder auf ver- 
schiedene Ziele abgegeben. Die Wahrscheinlichkeit, aus dem 
Geschütze Gi einen Kurzschuß zu erhalten^ sei pi\ die Wahr- 
scheinlichkeit für das Eintreffen eines Weitschusses aus 
diesem Geschütze ist alsdann 1 — pi. Die Wahrscheinlichkeit 
für das Eintreffen eines Kurzschusses aus dem Geschütze 
Ö2 söi Pif hiefür ist 1 — ps die Wahrscheinlichkeit für das 
Eintreffen eines Weitschusses aus demselben Geschütze. Es 
sind die Wahrscheinlichkeiten für die möglichen Kombi- 
nationen der zwei abgegebenen Schüsse aufzustellen. 

Dies vorausgesetzt, können nachstehende Wahrscheinlichkeits- 
bestimmungen gemacht werden: 

aj Die Wahrscheinlichkeit; daß sowohl aus Gi als auch aus G^, 
also mit jedem Geschütze ein Kurzschuß erzielt wird, ist p=PiP%' 

b) Die Wahrscheinlichkeit, daß aus Gi ein Kurzschuß, aus G^ 
hingegen ein Weitschuß eintrifft, hat den Wert pi (1 — p^, 

c) Die Wahrscheinlichkeit, daß aus G^ ein Weitschuß, aus ög 
hingegen ein Kurzschuß eintrifft, beträgt p^{\ — pi). 

d) Die Wahrscheinlichkeit, daß entweder aus Gi ein Kurzschuß 
und aus G^ ein Weitschuß oder aus G^ ein Kurzschuß und aus Gi 
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ein Weitschuß, also überhaupt ein Kurzschuß und ein Weitschuß 
eintrifft, ist 

Hiebei ist es sonach gleichgültig, aus welchem Geschütze der 
Kurzschuß fällt. 

Es sei noch besonders aufmerksam gemacht, daß der Ausdruck 
Pi -]-Pi die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daß entweder aus Gt oder 
aus Oq ein Kurzschuß eintrifft; hier kommt also nur ein Schuß und 
nicht eine Kombination von zwei Schüssen in Betracht. 

e) Die Wahrscheinlichkeit, daß weder aus Gi noch aus G^ ein 
Kurzschuß eintrifft, sondern aus beiden Geschützen nur Weitschüsse 
eintreffen, hat den Wert 

p"=(l-p,){l-p,). 
fj Die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit von p' ist 

P'"= 1 — (1 —Pi) (1 —P2) = Pi +Pi —PlPi'f 

sie besagt, daß nicht aus beiden Geschützen Weitschüsse eintreffen, 
daß also wenigstens aus einem Geschütze ein Kurzschuß eintrifft, 
also entweder aus Gi oder aus G^ oder auch aus beiden Geschützen 
Kurzschüsse eintreffen. 

Man erkennt, daß p von p'" verschieden ist. Der Wahrschein- 
lichkeitswert p' sagt, daß aus einem Geschütze, gleichgültig welchem, 
ein Kurzschuß und aus dem andern Geschütze ein Weitschuß zu 
erwarten ist. Es ist p"' um die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit 
PiPi dafür, daß mit jedem Geschütze ein Kurzschuß erzielt wird, 
größer als p'. 

g) Die Wahrscheinlichkeit, daß nicht aus beiden Geschützen Gi 
und <?s Kurzschüsse eintreffen, sondern höchstens aus einem Gre- 
schütze ein Kurzschuß eintrifft, beträgt 1 — PiP2' 

Das Ergebnis 1 — PiPi kann auch durch folgende Erwägung 
gefunden werden: Die Bedingung ist erfüllt, wenn entweder aus Gi 
ein Kurzschuß eintrifft und aus G^ nicht, oder aus (?2 ein Kurz- 
schuß eintrifft und aus G^ nicht oder schließlich weder aus Gi noch 
aus G2 Kurzschüsse eintreffen. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß aus Gi und 6^2 nicht gleichzeitig Kurzschüsse eintreffen, dar- 
gestellt durch 

Pi (1 —P2) -rPi (1 — Vi) + (1 — Pi) (1 —P2) = 1 -i>i P«. 

5. Beispiel. Beim Schießen gegen eine l'Sm hohe Scheibe 
wurden 20 Schüsse abgegeben, von welchen 7 kurz und 3 
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veit gingen (10 Schüsse haben also die Scheibe getroffen). Es 
ist die wahrscheinlichste Lage des mittleren Treffpunktes 
der Sohu6serie und das wahrscheinlichste Maß der 60-pro- 
zentigen Streunog auf Orund dieses Trefferergebnisses zn 
bestimmen. 

In der Fig. IT stelle ABCD die Scheibe Fig. 17. 

vor, wobei ÄB\\CD ist; EF sei die durch 
den mittleren Treffpunkt M, der Schußserie 
parallel zm AB gezogene Gerade. Es liegen 
dann T Schüsse im Zielstreifen ABEF und 
3 Schüsse im Zielstreifen EFCD. Trägt man 
das Maß M, G nach aufwärts auf, so daß 
CfM, = M,H ist, und zieht dann die Gerade 
C'iyWAB, so entfallen auf den Zielstreifen 
EFC'jy auch drei Treffer, Im symmetrischen -r 

Zielstreifen C D C U liegen dann 6 Treffer, i 
was 6 x-^r-=30% entspricht. Dieser Prozent- 
zahl entspricht die relative Zieldimension A^O'S; es ist demnach 

= 06 und GM,=s—- — = 0-3Sfio- Auf ähnliche Weise resultiert 

der Abstand iÄ'=07&«5o. Da nun 

GM.-\-LK=0-3 Sio + 075 »so = 18 m 
ist, so folgt 



Der wahrscheinlichste Abstand des mittleren Treffpunktes vom unteren 
Rande der Scheibe beträgt hienach 0-3 X 171 = 0*518jm. 

16. Wahrseheinliohste Zielentfernung, wenn die Beobachtung 

sieh auf die Unterscheidung von Kurz- und Weitschüssen 

beschränkt 

Mit der Höhenrichtung, welche der Entfernung a^ entspricht, 
sei eine Gruppe von a Schüssen abgegeben worden; hiebei ergaben 
sich m Kurzschüsse und n:=a — m Weitschüsse ; die wahrscheinliche 
Längenabweichung sei r. Bezeichnet man die unbekannte Tagesdistanz 
oder Aufsatzdistanz der Einschießlinie (des Zieles) mit x, dann ist 
die Wahrscheinlichkeit eines Kurzschusses F f ^^^ -j = F (| — l^) 
und F(^ — -; — J=F(£o — S) dieWahrscheinlichkeit eines Weitschusses. 
Die Wahrsoheinlichkeiten für das Eintreffen eines Kurzschusses und 
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eines WeitsohusseB, aas den Anzahlen m und n bestünmty seien hin- 
gegen mit p und q=l — p bezeichnet. 

Die aposteriorisehe Wahrscheinlichkeit des beobachteten Er- 
eignisses, d. i. unter s Schüssen m Kurzschüsse und n Weitschüsse i n 
bestimmter Reihenfolge erhalten zu haben, ist hienach nach der 
Lehre über die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit 

1) (i^(l-6o)}"'{J^(6.-S)}- 

oder 

2) p*^ (1 — p)* = p^q*. 

Da die Entfernung § unbekannt ist, kann man bezüglich ihres 
Wertes beliebige gleichmögliche Hypothesen aufstellen. Die Wahr- 
scheinlichkeit einer jeden für | gemachten Hypothese ist dem Werte 
proportional, welchen der in 1) beziehungsweise 2) angegebene Aus- 
druck bei dieser Hypothese annimmt. Die wahrscheinlichste Tages- 
distanz (Aufsatzdistanz) ^ ist demnach diejenige, für welche der Aus- 
druck 1) beziehungsweise 2) ein Maximum wird. 

Losung der Aufgabe, basiert auf dem Ausdrucke 1). 

Die Wahrscheinlichkeit pt^ daB die Tagesdistanz (Aufsatzdistanz) 
im Intervall (S, i-\-d $) liegt, wird der Größe d g des Intervalls und 
dem zugehörigen Produkt {F(l^ — 6o)}'**{^(fe) — ö}% welches in diesem 
Intervall als konstant angenommen werden darf, proportional, also 
— wenn tj dieses Produkt bedeutet — durch kr^d^ darstellbar sein 
(siehe Seite 81 dieses Bandes). Berücksichtigt man, daß die auf alle 
Intervalle bezogene Summe den Wert 1 haben muß, da gewiß der 

ridi = 1. 

Zufolge dieser Beziehung ist man in der Lage, den Koeffizienten 
(den Proportionalitätsfaktor) k zu bestimmen und findet 

3) k = 



Jf9CD 
Vd^ 

-00 



Man erhält sonach für die Wahrscheinlichkeit p^ der Hypothese 
§ den Ausdruck 
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Derjenige Wert von g, welcher i} zu einem Maximum macht, 
hat die größte Wahrscheinlichkeit für Bich, den wahren Wert der 
Zielentfernung zu geben. 

Mit Hilfe der Tabelle VI ist man imstande, für beliebige Werte 
von S den Wert 17 zu berechnen. 

Die Wahrscheinlichkeit P, daß ^ in ein endliches Intervall (^i, a^) 
falle, d. h. die Zielentfernung in den Orenzen ai und o^ eingeschlossen 
ist^ wird gleich sein der Summe der Wahrscheinlichkeiten für alle 
möglichen Hypothesen bezüglich §, d. h. die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit ist 






5) P=^ 



/•OO 

J: 

— 00 



di 



Mit der Ausrechnung der bestimmten Integrale 

ist die Aufgabe gelöst, die von der Kurve 

^ = {^(|-|o))»{^(So-S)}- 

der Abszissenachse und den zu den Abszissen ^ == — 00 und § = 00 
beziehungsweise S = <^i und S = ci% gehörigen Ordinateu begrenzte 
Figur ihrem Flächeninhalte nach zu bestimmen oder zu quadrieren. 
Mittels der mechanischen Quadratur ist man in der Lage, 
die bestimmten Integrale näherungsweise zu berechnen. Die ver- 
schiedenen Methoden dieser Berechnung sind in dem Werke: „Vor- 
lesungen über Differential- und Integralrechnung" von Czuber 
(zweite Auflage), zweiter Band, Leipzig 1906, Seite 238 bis einschließ- 
lich 250 enthalten. Eine der Methoden der mechanischen Quadratur 
ist unter dem Namen der Simpsonschen Regel bekannt. Da von 
derselben häufig Gebrauch gemacht wird, wird das Wesen derselben 
im nächsten Punkte erläutert werden. Neben der mechanischen Qua- 
dratur einer gezeichneten Kurve durch Rechnung kennt man auch 
eine solche durch besondere Mechanismen (Planimeter). 

/OD 
lyrfj bereiten nur 
-» 
eine scheinbare Schwierigkeit, denn bei Werten von |, welche außer- 
halb ziemlich enger endlicher Grenzen liegen, werden die Ordinaten 
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ri unmeßbar klein, die Kurvenäste fallen mit der Abszissenachse 
zusammen^ so daß man über diese Grenzen hinaus die Berechnung 
nicht zu erstrecken braucht. 

Lösung der Aufgabe, basiert auf dem Ausdrucke 2). 

Bei dieser Lösung wird p als unabhängige Veränderliche an- 
genommen. Der Ausdruck 2) wird gleichzeitig mit seinem Logarith- 
mus ein Maximum und hiefür findet man die Bedingung 

m n ^ 

= 0: 

p 1—p 

hieraus folgt für den wahrscheinlichsten Wert von p 

mm.,, ^ m n 
6) p^ — ■ — = — > daher ist ^=1 — «=1 = -• 

TU*** 71** 

Hiemit ergibt sich — —— als maximaler Wert des Ausdruckes 2). 

Für den Funktionswert p ergibt sich aus der Tabelle VI das 
Argument ^ und da auch ^ gegeben ist, so kann aus S = S ~~ So ^^^ 
Größe 5 bestimmt werden. 

Die gegebene Aufgabe kann dadurch verallgemeinert werden, 
daß die «==m-{-n Schüsse mit verschiedenen Höhenrichtungen, 
entsprechend verschiedenen Entfernungen, abgegeben werden. Es 
sei angenommen, daß m Schüsse, mit den den Entfernungen ^i, ^, 
— , Xfn entsprechenden Höhenrichtungen abgegeben, als Kurzschüsse 
und n = 8 — m Schüsse, mit den den Entfernungen Xi, x^, — , Xn 
entsprechenden Höhenrichtungen abgegeben, als Weitschüsse resul- 
tierten. Bezeichnet wieder x die unbekannte Tagesdistanz oder Auf- 
satzdistanz der Einschießlinie (des Zieles), so stellen 

die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Kurzschüsse und 

U(r^) = F(^,'-^), F(^^) = Ffe'-S), , 

die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Weitschüsse dar. Die Werte 
Vi und r/ bedeuten die wahrscheinlichen Längenabweichungen für 
die Entfernungen Xi und Xi\ 
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Die Wahrsoheinliehkeit, daß alle diese Kurz- und Weitschüsse 
in bestimmter Reihenfolge eintreffen, ist nach der Lehre über die 
zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit gleich dem Produkte der Aus- 
drücke 7) und 8), also gleich 

Dieses Produkt sei der Kürze wegen wieder mit ri bezeichnet 

In 9) sind die Größen Si, &> ••-> ^t li» 6»', — , ?n bekannt, 
dagegen ist $ unbekannt; man ist daher genötigt, eine Hypothese 
über den Wert von ^ zu machen. Bildet man mit dieser Hypothese 
das Produkt 9), so ist nach den Lehren der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung dieses Produkt ein Maß für die Wahrscheinlichkeit der 
Hypothese S. Diejenige Hypothese, welche 9) zu einem Maximum 



Berichtigung. 

In den Gleichungen 7) und 8) auf Seite 284 sind die wahrsclieinlichen Längen- 
abweichungen t*!, ^2, . . . , r'j, r'j, . . . . gleich groß anzunehmen. Dies ist zu- 
lässig, wenn die Entfemungsänderungen klein sind, denn die wahrscheinlichen 
Längen ab weichungen ändern sich mit der Entfernung nur langsam. 



Teilt man die Strecke AoÄ2n = OÄ2n-'OA^ = b — a (Fig. 18) 
in 2n, also in eine gerade Anzahl gleicher Teile und ermittelt die 

diesen Teilungspunkten entsprechenden Ordinaten yo, yi, , y^n 

der Kurve ^o An, deren Gleichung y=f(x) sein möge, so wird die 

Fläche A^A^nPtnPof deren Inhalt lf{x)dx ist, in 2w Streifen von 

gleicher Breite — — = h zerlegt. Man denke sich nun femer die 

Bogenstücke PqPiP^, P^P^P^, ...., Pgn-sAn-i J»« durch Parabel- 
bögen von der Gleichungsform 

1) y = ^o + ^^ + ^^\ 

d. i durch Parabeln mit zu ^ parallelen Achsen ersetzt. Die erste 
Parabel geht also durch die drei Punkte Pq, Pj, P^; die zweite 
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durch die Punkte Pg, Ps» ^4 u. s.w.; die n-te Parabel durch die 
Punkte P%n-29 Pan-i, P^n hindurch. Diese durch Parabelbögen be- 
grenzten Streifen werden der Berechnung der Fläche ^^g^AitPo 
zu Orunde gelegt und es ist augenscheinlich, daß sich die so ab- 
geänderte Fläche von der gegebenen nicht erheblich unterscheiden 
kann, sobald h genügend klein angenommen wird. 

Ein auf diese Weise gebildeter Flächenstreifen ui»-4,+2-f/+2Pi 
ist in Fig. 19 dargestellt. Um den Flächeninhalt desselben zu er- 
mitteln, lege man durch ÄiAt^i die Abszissenachse, durch Ai^iPi^i 
die Ordinatenachse, ferner durch die Punkte mit den Koordinaten 
— hVh 0, y,+i; A, y<^_2 eine Parabel, deren Gleichung die Form 1) 



Fig. 18. 



Fig. 19. 




^in-i 




Yi^s 



A;»» Ai«,f 



haben wird. Dann hat der vom Parabelbogen begrenzte Flächen- 
streifen AiÄi^iPi^iPi den Inhalt 



= 3(6^ + 2x2*2). 

Da die Koordinaten der drei Parabelpunkte die Gleichung 1) 
der Parabel befriedigen müssen, muß 

y. = Ao — Ai Ä 4- A« Ä2, 

2/.+2 = Ao + Ai Ä + A2 Ä2, 

d. s. drei in Bezug auf Ao, Ai, A^ lineare Gleichungen, deren Auf- 
lösung die Werte der Parameter Ao, Aj, ^ für die Gleichung der 
durch Pif Pf-f-i, Pi + i hindurchgelegten Parabel liefert. Die Gleichung 
der Parabel ist übrigens für die Flächenberechnung gar nicht er- 
forderlich. Da nun zufolge des letzten Gleichungssystems 
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y< + 4 y,.+i + y.+t = 6 Ao + 2 A« A2 
ist, so hat man auch 

eine Formel, in welcher nur der Figur entnommene Dimensionen 
auftreten. „ . ,. 

f{x) d X näherungs- 
weise ersetzen aurun a 

gCj/o + ^yi+y»); 

auf Grund analoger Erwägungen tritt an die Stelle von lf{x)dx 
der Ausdruck •{,,, 

3(2/2 + ^2/8+2/4) 

u. s. w.; endlich an die Stelle von \f{^)dx der Ausdruck 

6 — 8* 

3 (2/«n-8 + 4y,,_i + y^n). 

Durch Zusammenfassung erhält man schließlich die Näherungs- 
formel 

3) jfix) cZaj = -{(2/0 + 2/«n) + 2 (^2 + ^4 + 2/6 + + 2/2—2) + 

« + 4 (2/1 + 2/8 +2/5 + + y2n-l)}, 

t 

welche unter dem Namen der Simpsonschen Regel bekannt ist. 

18. WahrscheinliGhkeit des Eintreffens einer bestimmten Kom- 
bination von Kurz- und Weitschüssen beim Gruppensoliießen. 

Angenommen, daß durch ein vorhergegangenes Einschießen, 
durch das Oabelverfahren, welches in der Theorie des Einschießens 
ausfiihrlich behandelt erscheint, die wahrscheinlichste Entfernung der 
Einschießlinie (die wahrscheinlichste Zielentfernung) ermittelt wurde. 
Auf Grund der hiebei erhaltenen Resultate, welche von der Anzahl 
der zum Einschießen verwendeten Schüsse und von der Art ihrer 
Beobachtung als Kurz- oder Weitschüsse abhängen, sei die Wahr- 
scheinlichkeit (siehe Seite 282 dieses Bandes) 

1) j>^:=^kridl, k = 



JfQO 
: 
— 00 



dl 
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dafür bestimmt, daß sich die Einschießlinie (das Ziel) im Intervall 
(I, i + d^) befindet. 

Die wahrscheinlichste Zielentfemung ^ ist bekanntlich jener 
Wert von |, für den 77 ein Maximum wird. Mit der dieser Entfernung 
^ zukommenden Höhenrichtung wird nun eine Oruppe von s Schüssen 
abgegeben und es handelt sich darum, die aposteriorische Wahr- 
scheinlichkeit zu bestimmen, daß unter diesen 8 Schüssen m Kurz- 
schüsse, somit n = 8 — m Weitschüsse in einer beliebigen Reihen- 
folge erscheinen, also um die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit 
eines künftigen Ereignisses auf Grund von Beobachtungen (siehe 
Punkt 11 des III. Abschnittes dieses Bandes). 

Bis zum Beginne des Einschießens muß man jede Hypothese 
bezüglich der ^Entfernung § der Einschießlinie (bezüglich der Ziel- 
entfemung S) als gleichwahrscheinlich ansehen, denn es liegt 
keine Ursache vor, irgend einem Werte von ^ den Vorzug vor den 
anderen Werten einzuräumen; vor dem Einschießen ist über die Wahr- 
scheinlichkeit der Entfernung der Einschießlinie (der Zielentfernung) 
eben nichts bekannt 

Nach Durchführung des Einschießens (der Gabelbildung) erhält 
man für die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Hypothese, einer 
bestimmten Annahme für die Entfernung der Einschießlinie (die Ziel- 
entfernung), den Ausdruck 



2) p^ = krid^ = 



L 



ndl 



Die Wahrscheinlichkeit )}., welche dem künftigen Ereignisse 
(Abgabe einer Gruppe von 8 Schüssen auf der durch das Einschießen 
erhaltenen Entfernung ^, wobei in einer beliebigen Reihenfolge 
m Kurz- und n Weitschüsse erscheinen sollen) durch die Hypothese 
g verliehen wird, beträgt 

'> h= O (^<^ - ^»"^ - ^ <^ - 5»»" 

Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich die 
Einsehießlinie (das Ziel) in der Entfernung g befindet, wofür die 
Wahrscheinlichkeit pt besteht, und daß bei der, mit dem der Ent- 
fernung ^ entsprechenden Richtungswinkel, abgegebenen Gruppe 
irgend eine Kombination von m Kurz- und n Weitschüssen erzielt 
wird, hat den Wert 
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4) p.p, = -l^.Q{F(i^^)f{l^F{i^ 

welcher unendlich klein ist. 

Die totale Wahrscheinlichkeit dafür, irgend eine Kombination 
von m Kurz- und n Weitschüssen zu erhalten, wenn auf der Ent- 
fernung ^ geschossen wird und die Einschießlinie (das Ziel) irgendwo 
im Intervall (—00, '\- 00) liegt, ist durch 



-00 



;i-lo)}{i-i^(l-lo)}^l 
6) n=r) ' 

gegeben. 

Wie ersichtlich, handelt es sich bei der Lösung der Aufgabe 
dieses Punktes um die Bestimmung der aposteriorischen Wahrschein- 
lichkeit eines zu gewärtigenden Ereignisses, wenn die möglichen 
Ursachen dieses Ereignisses a priori gleich wahrscheinlich und in 
unbegrenzter Menge vorhanden sind (siehe Seite 98 und 99 dieses 
Bandes). 

19. Von den falschen Beobachtungen und ihrer Berück- 
sichtigung bei der Ermittlung der Wahrscheinlichkeit eines 

Kurz- oder Weitschusses. 

Mangon fand auf Grund vieler Erfahrungsdaten, daß die Wahr- 
scheinlichkeit einer falschen Beobachtung gleich 0"1 sei. 

Nachstehend soll die Wahrscheinlichkeit eines Kurzschusses 
beziehungsweise eines Weitschusses bei gegebener Lage der Ein- 
schießlinie (des Zieles) unter der Annahme bestimmt werden, daß 
falsche Beobachtungen zulässig sind.*) 

Bezeichnen Xe die Tagesdistanz der Einschießlinie (des Zieles), 
X die Tagesdistanz, auf welcher geschossen wird, und r die wahr- 
scheinliche Längenabweichung, so drückt bekanntlich 



Fi ^ — \ = F{%E — I) die Wahrscheinlichkeit eines Kurzschusses 



Xe^ X 

r 
und 



*) Entnommen dem Werke von N. Sabudski, aus dem Russischen ins 
Deutsche übersetzt von Ritter v. Eberhard, Seite 825, Punkt 118. 

Koz&k, AuBsIeicliung von Beobachtungen. II. in 
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r~^) = ^(M — Sä) die Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses 

aus; die Wahrscheinlichkeit einer falschen Beobachtung sei allgemein 
mit Pf bezeichnet. Man hat dann, unter Zulassung falscher Be- 
obachtungen, bei der Ermittlung der Wahrscheinlichkeit, 
einen Kurzschuß zu erhalten, folgende zwei Ereignisse zu be- 
achten : 

aj Das erste Ereignis besteht darin, daß tatsächlich ein Kurz- 
schuß vorliegt und derselbe richtig beobachtet wird; die Wahr- 
scheinlichkeit eines tatsächlichen Kurzschusses ist F {^e — 5), die 
Wahrscheinlichkeit seiner richtigen Beobachtung 1 — i/, demnach ist 
(1 — Pf)F(^E — 5) die Wahrscheinlichkeit des ersten Ereignisses. 

b) Das zweite Ereignis besteht darin, daß ein Weitschuß tat- 
sächlich vorliegt, dieser aber fälschlich als Kurzschuß angesprochen 
,wird; die Wahrscheinlichkeit eines Weitschusses ist F(^ — g^), die 
Wahrscheinlichkeit einer falschen Beobachtung ist P/, folglich ist 
PfF{l — §i) die Wahrscheinlichkeit des zweiten Ereignisses. 

Da ein Kurzschuß beobachtet wird, wenn das erste oder das 
zweite Ereignis eintrifft, so ist nach der Theorie der totalen Wahr- 
scheinlichkeit die Wahrscheinlichkeit Ffij^E — S) dieses Kurzschusses 
gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten beider Ereignisse, also 

Ffi^E - 1) = (1 - Pf) F{Ie - g) + PfF{l - Ie), 

oder weü i^(| - 1^) = 1 — F(g; — |) ist, 

1) Fy{lE- g) = (1 - 2 Pf) F{lE-i) + Pf. 

Auf demselben Wege findet man für die Wahrscheinlichkeit 
Ff{i, — |a) eines Weitschusses unter Zulassung falscher Beobachtungen: 

2) Ff{i-^E) = {l-2Pf)F{i-^ij,)-^Pf. 

Da man die Werte F{i,E—^ und F^ — ^e) als F{Q aus der 
Tabelle VI erhält, so kann man sonach die Wahrscheinlichkeiten 
Ff{iE—l) und Ff{i,-'lE) berechnen. 

Indem Mangon i/=01 setzte, konnte er die auf Seite 291 
zitierte Tabelle der Funktionswerte Ff{l) aufstellen. 

Es soll beispielsweise Ff (£) für g = Ijl 1 berechnet werden. 
Aus der Tabelle VI findet man: 

F{— 1) = 0-250, F{Vj = 0-750 ; 

es ist sonach 

Ff (— 1) = (1 — 0-2) 0-250 -f 0*1 = 0-8 X 0*250 + Ol = 03, 
Ff{l) = (1 — 0-2) 0-750 + 0-1 = 0-8 X 0*750 + 0-1 = 0-7. 
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g 


^/(~ö 


1 


1 

0-5000 


5-5 


01001 


0-0 


-50 


01003 


0-5 


0-6067 : 


— 4-5 


0-1010 


1-0 


0-7000 


— 4-0 


01028 


1-6 


0-7754 


— 3-5 


0-1078 


2-0 


0-8291 


— 3-0 


0-1172 


2-6 


0*8638 


2-5 


01367 i 


, 80 


0-8828 


— 20 


0-1709 


8-5 


0-8927 


— 1-6 


0-2246 


40 


0-8972 


— 1-0 


0-3000 


4-6 


0-8990 


— 0-5 


0-3943 


50 


0-8997 


0-0 


0-6000 


5-5 


0-8999 1 



Für negative g, welche ihrem absoluten Betrage nach größer 
als 5-5 sind, wird Ff{ — g) = 0-l; für positive g, welche größer als 
5-5 sind, wird jF>(g) = 0-9. 

Mit Hilfe der obigen Tabelle kann man bei gegebener Lage 
des Zieles zum mittleren Treffpunkt und unter Zulassung falscher 
Beobachtungen die Wahrscheinlichkeit eines Kurz- oder Weitschusses, 
sowie auch die Wahrscheinlichkeit von Kombinationen aus Kurz- 
und Weitschüssen berechnen. 

Es sei noch bemerkt, daß in den vorstehenden Betrachtungen 
angenommen wurde, daß die Wahrscheinlichkeit einer falschen Be- 
obachtung vom Abstand des Geschoßaufschlages vom Ziel unabhängig 
sei, was nicht ganz zutreffend ist 

Beispiel. Es ist unter Zulassung falscher Beobachtungen 
die Wahrscheinlichkeit zu suchen, in bestimmter Reihen- 
folge auf 3200m einen Kurzschuß, auf 3264 ?w zwei Weit- 
schüsse zu erhalten, wenn die Tagesdistanz des Zieles 3216m 
und die wahrscheinliche Längenabweichung 16m beträgt. 

Es sei Ff{^ — li) die Wahrscheinlichkeit, auf 3200 m einen Kurz- 
schuß und i/(Sa — S) die Wahrscheinlichkeit, auf 3264 m einen Weit- 
schuß unter Zulassung falscher Beobachtungen zu erhalten. 



Man findet x -— Xi= 3216 — 3200 = 16, 



r 



= S-Si=i, 



a?2 — a; = 3264 — 3216 == 48, 



r 



^^2 — S = 3; aus obiger Tabelle 



folgt jF>(1) = 0-7, i>(3) = 0-8828. Die verlangte Wahrscheinlichkeit 
ist mithin: 



^/(£ - gl) {^/(?2-S)}« = /^/(l){^/(3)}^ = 0-546. 



19* 



1) <p(ß^) = 2P._l. 
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20. Wahrscheinlichster Abstand des mittleren Trefii)unktes einer 
Schußserie von der Einschießlinie, sobald die Anzahl der auf 
einer Seite der Einschießlinie liegenden Treffer bekannt ist. 

Diese für die Schießpraxis wichtige Aufgabe ist die Umkehrung 
der im Punkte 13 dieses Abschnittes gelösten Aufgabe: Bestimmung 
der auf einer Seite der Einschießlinie zu erwartenden Prozentzahl 
Treffer bei beliebiger Lage des mittleren Treffpunktes. Aus der 
Formel 3) dieses Punktes folgt: 

2z> 

Hierin bedeutet Pi die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die in 
Betracht kommenden Treffer und der mittlere Treffpunkt auf die- 
selbe Seite der Einschießlinie zu liegen kommen. 

Wird nur jene Seite der Einschießlinie E^ E^ berücksichtigt, 

welcher Pj > - entspricht, so liegt der mittlere Treffpunkt auf dieser 

Seite und es resultiert dann z^ positiv. 

Sind nun die Abweichungen der einzelnen Schüsse ihrer Qua- 
lität nach — also als Kurz- oder Weitschüsse — bekannt, so ist 
auch der wahrscheinlichste Wert von Pj bestimmbar. Denn ist s die 
Anzahl der abgegebenen Schüsse und sind hievou m Schüsse kurz, 
also 8 — vi=n Schüsse weit, so hat man, da nur jene Seite der Ein- 
schießlinie berücksichtigt wird, für welche Pj > — ist, als wahrschein- 
liebsten Wert P. =- oder P, =- zu setzen, je nachdem m>n oder 
m<zn ist. Für w = n = — ist Pj == , d. h. der mittlere Treffpunkt 

der Schußserie fällt in die Einschießlinie. 

Für den unbekannten Funktionswert 2 Pi — 1 in 1) ist mittels 

der Tabelle III der Wahrscheinlichkeitsfaktoren für symmetrische 

2 z 
Parallelstreifen das Argument k zu bestimmen, womit folgt k = — 

k *50 

und hieraus z= 8^o. 

Beispiel. Von 16 abgegebenen Schüssen waren 12 weit. 
In welchem wahrscheinlichsten Abstände z von der Ein- 
schießlinie E1E2 liegt der mittlere Treffpunkt? 

Nach der Formel 1) ist ^ (9 — ) = 2 • ^ — 1 = ^ • Die Tabelle III 

der Wahrscheinlichkeitsfaktoren gibt für den Funktionswert - den 

2 

2 z , . «5(1 



Argumentenwert fc=l, somit ist 1 = — > daher 2: = ^ in der Rich- 
tung der Weitschüsse. 



*50 *^ 
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Wird jene Seite der Geraden Ei E^ berücksichtigt, welcher 

Pi<i— entspricht, so liegt der mittlere Treffpunkt auf der anderen 

Seite dieser Geraden und man hat zufolge der Formel 4) des Punktes 13 
dieses Abschnittes für die Lösung der Aufgabe die Formel 

2) • o(q^) = \-2P^ 

zu benützen; zu dem bekannten Funktionswerte 1 — 2P2 suche man 

wieder das Argument k, womit sich zur Berechnung von z wieder 

2 z 
die Relation k = — ergibt. 

^öo / 2 2\ 4 1 

Für das letzte Beispiel hätte man 0(q — ) = 1 — 2— - = -• 

^ \ «50^ ib z 

Dem Funktions werte — entspricht der Argumentenwert fc = 1 und 

mit diesem erhält man wieder z = -^' 

2 

^ 1 
Würde man für den Fall P^ < - auch die Formel 1) benützen, 

SO würde sich für den Funktionswert 2 P^ — 1 ein negativer Wert 
ergeben, daher auch z negativ resultieren. Dasselbe trifft auch dann 

ein, wenn in die Gleichung 2) für P2 ein Wert, der größer als — 
ist, eingesetzt wird. 

Nachstehend sind für die Annahme P>^ für einige ange- 
nommene Zahlenwerte von P die entsprechenden wahrscheinlichsten 
relativen Abstände k = — des mittleren Treffpunktes von der Ein- 
schießlinie EiE^ angeführt: 



P=.0-50, 0-55, 0-60, 0-65, 0*70, 0*75, 0-80, 0*85, O'SO, 0-95, l'OO, 
-^ = 0-00, 0-09, 0-19, 0-29, 0*39, O'öO, 0*62, 0-77, 0*95, 1*22, > 2*00. 

Statt der Wahrscheinlichkeit P kann auch die entsprechende 
Prozentzahl p genommen werden. Ist also P^0'60 oder liegen 
p=:60Vo aller Schüsse auf einer Seite der Geraden E^E^^ so liegt 
der mittlere Treffpunkt auf derselben Seite und dessen Abstand von 
der Einschießlinie EiE^ beträgt 2: = 0-19 «50. 

Aus der nachfolgenden Tabelle kann man aus der Prozent- 
zahl p der Schüsse, welche mit dem mittleren Treffpunkte 
auf derselben Seite der Einschießlinie liegen, den wahr- 
scheinlichsten relativen Abstand des mittleren Treffpunktes 

von der Einschießlinie, in Teilen der 50-prozentigen Streu- 

z 
ung, d. i. den Wert k = — entnehmen. 

*50 
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Tabelle zur Bestimmung des wahrscheinlichsten Abstandes 
des mittleren Treffpunktes von der Einschießlinie. 



p — lOOP 


*=A 


p — lOOP 


i •- 


1 

;P = 100P 


*=-^n 




»M> 1 




»so 


1 


«50 


50 


1 

0-000 


67 


0*826 


84 


0-737 


51 


0018 


68 


0-347 


85 


0-768 


52 


0-037 


69 


0-368 


86 


0-801 


53 


0-056 1 


70 


0-389 


87 


0*835 


54 


0-074 ' 


71 


0-410 


88 


0-871 


55 


0-093 


72 


0-432 


89 


0-909 ' 


56 


0112 1 


73 


0-454 


90 


0*950 


57 


0-131 


74 


0-477 


91 


0-994 


58 


0-150 


75 


0-500 


92 


1*042 


59 


0-169 


76 


0-523 


93 


1-094 ; 


60 


0188 


77 


0-548 


94 


1-152 


! 61 


0-207 


78 


0-572 


95 


1-219 


62 


0-227 


79 


0*598 


96 


1-298 1 


63 


0-246 


80 


0*624 


97 


1-394 


64 


0-266 ' 


81 


0-651 


98 


1-522 


65 


0*286 


82 


0-678 


99 


1-725 


66 

1 


0-306 

• 


83 


0-707 


100 


>2 

(unbestimmt) 



Beispiel. Von fünf abgegebenen Schüssen hat man nur einen 
Schuß, d. i. 20Vo kurz beobachtet. Es liegen also 20% Schüsse auf 
einer Seite der Einschießlinie und 80% auf der anderen Seite, und 
zwar auf der Seite des mittleren Treffpunktes. Für den Abstand des 
letzteren von der Einschießlinie erhält man mittels der Tabelle 0*624 «50. 



21. Ermittlung der Präzisionswerte für eine beliebige Achse 
aus den Präzisionswerten für die Trefferbildaehsen des Systems. 

Sind die scheinbaren oder plausiblen Abweichungen für eine 
bestimmte Achse berechnet worden, so können die zugehörigen 
Präzisionswerte mittels der bereits entwickelten Methoden bestimmt 
werden. 

Im Punkte 2 dieses Abschnittes (auf Seite 234) wurde darauf 
hingewiesen, daß der Präzisionswert sich in ein und demselben Treffer- 
bilde mit der Richtung der Abweichungen ändert. 

In der Ausübung werden ausnahmslos die den zwei Treffer- 
bildaehsen des Systems entsprechenden Präzisions werte aus dem 
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Trefferbilde bestimmt. Diese genügen zur Definition der Präzisions- 
leistung in jeder beliebigen Richtung, nachdem, wie sofort gezeigt 
werden soll, der Präzisionswert für irgend eine Achse bestimmt 
werden kann, sobald man die Präzisionswerte für die beiden Treffer- 
bildachsen des Systems kennt. 

Es genügt, die mittlere Abweichung zu bestimmen, nachdem 
aus derselben alle anderen Präzisionswerte ermittelt werden können. 

Seien Ox und Oy (Fig. 4, Seite 217) die Trefferbildachsen, also 

O der aus den praktisch ermittelten Abweichungen durch Rechnung 

bestimmte mittlere Treffpunkt einer Schußserie und schließe die 

Achse x\ für welche die Präzisionswerte aus jenen für die Achsen 

Ox und Oy bestimmt werden sollen, mit der Achse Ox den Winkel 

a ein, so findet man für die Koordinate x' des Treffpunktes T die 

bereits im Punkte 8 des V. Abschnittes dieses Bandes aufgestellte 

Beziehung 

x*'= X cos a + y sin a ; 

hieraus folgt, wenn man quadriert und nachher die Summierung 
über alle Treffpunkte erstreckt, 

1) [x' x'] = [x x] cos^ a -\- [x y] sin 2 a + [y y] sin^ «. 

Wie im Punkte 8 des V. Abschnittes gezeigt wurde, ist für die 
Trefferbildachsen die Summe [xy] gleich Null, so daß 1) in 

2) [x x] = [x x] cos^ c^-\-[yy] ^'^^ cc 

übergeht. Dividiert man diese Gleichung durch n — 1, wobei n die 
abgegebene Schußzahl bedeutet, so folgt: 

\x' x] \xx] „ , fvvl . o 
' n — 1 n — 1 n — 1 

Bedeuten ^^ und fiij die mittleren Abweichungen, bezogen auf 
die Trefferbildachsen, ferner fix' die mittlere Abweichung bezogen 
auf die Achse Ox, so ist: 



[^'^] _..2 [yy] _„2 K ^1 



2. 



„_!='*- „-1=**." ir=ri=^''; 

hiemit übergeht 3) in 

4) fi*' = fil cos^ a -\- ft?, sin'^ or, 

wofür auch gesetzt werden kann 

a^', 68 = aJ, 68 C0S2 a + 4, 68 ««^^ «* 

Da bekanntlich die p-prozentigen Abweichungen den 68-pro- 
zentigen proportional sind, so hat man allgemein 
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5) al', p = aji j, co8'^ cc-}- aj^,p sin^ a ; 
ebenso findet statt 

6) ay'^ p = a^ j, «in* « + ö^J, ;> <5^** «• 
Summiert man die Gleichungen 5) und 6), so resultiert 

7) ai-, ^ + a/, ^, = a|, ,, + aj, I, = konstant; 

d.h. die f)-prozentigen Abweichungen für je zwei beliebige, 
jedoch aufeinander senkrecht stehende Achsen bilden die 




Katheten von rechtwinkeligen Dreiecken mit Hypotenusen 
von unveränderlicher Länge. 

Sind die p-prozentigen Abweichungen, bezogen auf die Treffer- 
bildachsen, einander gleich, also aj.,p = ay, p, so folgt für irgend 
eine Achse 



8) 



a 



'x\ »> = «x, p = öfy, p = konstant ; 



die Präzisionswerte sind sonach von der Richtung unabhängig, daher 
der Satz: 

Sind die Präzisionen des Schießens nach den beiden 
Trefferbildachsen des Systems einander gleich, so bleiben 
die Präzisionswerte für alle Richtungen dieselben. 
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Die Gleichung 5), welche in der bereits im Jahre 1877 ver- 
öffentlichten Theorie der Treffwahrscheinlichkeit von Wuich auf 
Seite 199 abgeleitet erscheint, stellt die Polargleichung der Fuß- 
punktkurve der Ellipse (Fig. 20) dar, deren Halbachsen ax,p, a^^p 
für den Mittelpunkt als Pol sind (siehe Punkt 22 dieses Abschnittes). 
Obwohl die Gleichung der Pußpunktkurve der Ellipse bei dieser 
Lage des Poles sowohl in Polarkoordinaten als auch in recht- 
winkeligen Koordinaten allgemein bekannt und untersucht ist, ent- 
hält meines Wissens kein Werk über Ballistik hinsichtlich der geo- 
metrischen Bedeutung der Gleichung 5) eine diesbezügliche Bemerkung. 
Der k. u. k. Artillerie-Hauptmann Johann Vavrovsky machte mich 
auf die geometrische Bedeutung dieser Gleichung aufmerksam und 
der k. u. k. Artillerie-Hauptmann Alexander Exner teilte mir die 
im Punkte 22 dieses Abschnittes angegebene, einfache punktweise 
Konstruktion der Fußpunktkurve der Ellipse mit. 

Wie leicht einzusehen, stellt auch die Gleichung 6) die Fuß- 
punktkurve der Ellipse dar, der Mittelpunkt derselben als Pol an- 
genommen. 

Spezialisiert man die Gleichung 6) beispielsweise für die 50-pro- 
zentige Abweichung, so folgt: 

Die durch diese Gleichung dargestellte Fußpunktkurve der 
Ellipse schließt 50 Prozent sämtlicher Treffer ein. 

Trägt man auf jedem Radiusvektor vom Pole aus die dieser 
Richtung entsprechende 50-prozentige Abweichung viermal auf, so 
bilden die Endpunkte sämtlicher Radienvektoren wieder eine Fuß- 
punktkurve der Ellipse, welche, praktisch genommen, sämtliche unter 
scheinbar gleichen Verhältnissen erhaltenen Treffer einschließt. 

22. FuBpunktkurven. Fußpunktkurve der Ellipse iii Bezug auf 

ihren Mittelpunkt als Pol. 

aj Definition der Fußpunktkurve oder Pedale. Fällt man 
von einem festen Punkte aus Lote auf sämtliche Tangenten einer 
ebenen Kurve, so bilden deren Fußpunkte eine neue Kurve, welche 
die Fußpunktkurve oder Pedale der gegebenen Kurve für den 
Punkt als Pol genannt wird. Sämtliche Lote sind natürlich den 
betreffenden Normalen der Kurve parallel. 

b) Allgemeine Gleichung der Fußpunktkurven. Nimmt 
man den festen Punkt (Fig. 21) zum Ursprung eines rechtwinkeligen 
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Koordinatensystems, so kann die allgemeine Gleichung der FaBpunkt- 
kürven auf folgende Art hergeleitet werden: 
Die Gleichung der gegebenen Kurve l sei 

1) f{x,y) = 0; 

der beliebige Punkt L derselben habe die Koordinaten x, y. Zieht 
man in diesem Punkte die Tangente, welche t heißen möge und fällt 
von auf dieselbe die Normale n, so erhält man im Schnittpunkte 
M dieser beiden Geraden t und n einen Punkt M (|, ri) der zu 
suchenden Fußpunktkurve 7». Analytisch ist sonach der Punkt ilf durch 

Fig. 21. 




die Koexistenz der Gleichungen der beiden Geraden t und n be- 
stimmt. Bezeichnen 5 und rj die laufenden Koordinaten, so hat die 
Tangente t die Gleichung: 



2) 



ri — y = yi^ — x\ wobei y = — 



9x 



die Gleichung der zugehörigen senkrechten Geraden n heißt: 
3) ,,= 



-4i 

y 



Durch Auflösung der Gleichungen 2) und 3) nach | und ?y er- 
geben sich die Koordinaten g und tj des Punktes M der FuBpunkt- 
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kurve, und zwar ausgedrückt als Funktionen der Koordinaten x und 
y des Punktes L. Man erhält demnach die allgemeine Gleichung der 
Fußpunktkurve, d. h. die Beziehung zwischen 5 und ly, durch Elimi- 
nation von X und y aus den drei Gleichungen 1), 2) und 3). 

Um zur Gleichung der Fußpunktkurve zu gelangen, kann man 
auch* folgenden Weg einschlagen. Wird mit L verbunden, so ergibt 
sich ein bei M rechtwinkeliges Dreieck OML, Diesem läßt sich ein 
Kreis umschreiben, dessen Mittelpunkt im Halbierungspunkte Q liegt. 
Die Koordinaten von Q sind halb so groß als jene von L und heißen 

daher -> ^- Die Gleichung des erwähnten Kreises lautet somit: 
2 2 ^ 



(t-i)'+(''-i)-^^'«^« 



2/ ' V 2/ 4 

I 4) ? + i?«-a;| — 2/1^ = 0. 



Diese Gleichung, welche eine Beziehung zwischen den Koordinaten 
des Berührungspunktes L der Tangente und jenen des Fußpunktes 
31 ausdrückt, ergibt sich übrigens auch durch Elimination von y 
aus den Gleichungen 2) und 3). 

Wird die Gleichung 3) auf die Form 

5) idx-{-ridy = 0, 

gebracht, so kann man sagen: Durch die Koexistenz der Gleichungen 4) 
und 6) ist wieder der Punkt M bestimmt; mit anderen Worten, der 
Punkt M ist der Schnittpunkt des Kreises mit der Geraden w. Die 
Elimination von x, y aus 1), 4) und 5) führt wieder zur Gleichung 
der Fußpunktkurve. 

c) Richtung der Tangente der Fußpunktkurve. Da mit 
der Änderung der Lage des Punktes L auf der Kurve l sich auch 
die Lage des Punktes M ändert, so sind in der Gleichung 4) alle 
Größen als veränderlich anzusehen und man erhält durch Differen- 
tiation der genannten Gleichung: 

2^d^-{-2ridri — ^dx — ridy — xd^ — ydri = 0. 
Wegen 5) vereinfacht sich diese Gleichung auf 

2^di-\-2ridri — xdi, — ydri = 0. 

d Yi 
Hieraus kann der Richtungskoeffizient ~ der Tangente an die Fuß- 
punktkurve im Punkte M bestimmt werden und man findet: 

dtj_ Z^ — x ^ 2 

d~^'~~ Zti — y ~ i 
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Der Punkt mit den Koordinaten *—> ^ ist, wie bereits gesagt, 

der Mittelpunkt Q der Strecke OL; S, ly sind die Koordinaten von M; 
der Verbindungsgeraden QM dieser zwei Punkte entspricht daher 



V — 



y 



der Richtungskoeffizient 



l- 



X 



Dieser Ausdruck ist negativ und re- 



ziprok dem für -A gefundenen Werte. Hienach steht die Tangente 

im Punkte M der Fußpunktkurve senkrecht zur Geraden QM und 
fällt, da Q auch der Mittelpunkt des dem Dreiecke L M umschrie- 
benen Kreises ist, mit der Tangente im Punkte M an diesen Kreis 
überein. 

d) Gleichung der Fußpunktkurve der Ellipse in Polar- 
koordinaten und rechtwinkeligen Koordinaten, wenn der 
Mittelpunkt der Ellipse als Pol angenommen wird. 

Die Mittelpunktsgleichung der Ellipse lautet: 



6) 



X2 

a2 



Vi 

62 



— 1 = 0. 



Die Gleichung der Tangente im Punkte x-, y derselben hat be- 
kanntlich die Form 

^l yn 



7) 



a- 



— - — 1 = 



Bringt man dieselbe auf die Hessesche Normalform der 
Gleichung einer Geraden, so ergibt sich unmittelbar die Glei- 
chung der Fußpunktkurve in Polarkoordinaten. Die Normalform der 
Gleichung einer beliebigen Geraden y (Fig. 22) lautet nämlich 

8) 5 coH 9^ + >? *^'* 9 -j- Z = ; 

hierin bedeuten ^> den Winkel der Normalen n der Geraden g mit der 
ic- Achse, also g) = <: (a?, n) und l den Normalabstand des Koordinaten- 
ursprunges von der Geraden, also l = P,,0, Durch Identifizierung der 
Gleichung 7) mit 8) ergeben sich die Beziehungen 



Ix 

2 = C^^ 9y 



a 



ly 
— -^ = '^i'i 9 



und hieraus 



9) 



Ix 
a 

ly 
b 



=-. a €08 (py 



--^ = 6 8in (f. 
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Quadriert man die zwei letzten Gleichungen und addiert sie dann, 
so resultiert: 



Z« (^' + fi) = »^ ^^«^ 9> + ^* «^'^"^ % 



oder mit Rücksicht auf die Gleichung 6) der Ellipse 

1 0) V^ = a^ co8^ (p^ b^ 8171^ (p. 

Dies ist schon die Polargleichung der zu suchenden Fuß- 
punktkurve. Um ihre Gleichung in rechtwinkeligen Koordinaten zu 
finden, hat man in 10) zu setzen 



und erhält: 



3 



i' + n^ 



, «m2 (p = % = 



V 



8 



l' g'+^' 



^' + V 



2 



an 



8 



bhf 



oder 



11) 



(§2-f ^2)8=,«2|2_J.J2^2. 



Die Fußppnktkurve der Ellipse in Bezug auf den Mittelpunkt 
als Pol ist, wie man sieht, eine algebraische Kurve vierten Grades. 
Sie liegt symmetrisch zu beiden Koordinatenachsen, geht durch die 
Scheitelpunkte A, Ai, B, B^ der Ellipse und enthält den Koordinaten- 
ursprung als isolierten Punkt (Fig. 20). 

e) Normalform der Gleichung einer Geraden. Die wich- 
tige Gleichung 8) möge hier auch abgeleitet werden. Hiezu muß 
vorerst bemerkt werden, daß 
der senkrechte Abstand t ir- 
gend eines Punktes P (Fig. 22) 
von einer Geraden g stets von 
der Geraden — also vom 
Fußpunkte Pt der zu ihr Senk- 
rechten — zum Punkt ge- 
zählt wird; dann gibt PtP= t 
den senkrechten Abstand 
des Punktes Pvon der Ge- 
raden g nach Größe und 
Vorzeichen an. Derselbe ist 
positiv, wenn der Punkt auf 

der positiven Seite der Geraden liegt, d. i. jene Seite, nach welcher 
die positive Richtung der Senkrechten hinweist, im Gegenfalle ne- 
gativ. Die positive Richtung sei an der durch den Nullpunkt gehenden 



y 




Fig. 

n 

f 


22. 














^w\ 


1 






1/ ^^ 


^ 
-? 


m 


X 







A 


\^^^ 










^"9 



— 302 — 

Normalen n mittels einer Pfeilspitze angedeutet; sie wird durch den 
Winkel (p = (x-, n) bestimmt. Die Normale n und ihr Schnittpunkt P» 
mit der Geraden g reichen für die Bestimmung der letzteren hin, wo- 
bei Pn durch den Abstand P,^0=l des Ursprunges von der Geraden y 
gegeben sei. Nimmt man nun auf der Geraden g irgend einen Punkt 
L an, welcher die Koordinaten .t, y haben möge, so ergibt sich, weil 
die Projektion des Polygons OALP^O auf irgend eine Gerade, also 
auch auf die Normale n, Null ist, die Gleichung xcos(p-{'y9inip-\-l=^0^ 
übereinstimmend mit 8). 

f) Punktweise Konstruktion der Fußpunktkurve der 
Ellipse, wenn der Mittelpunkt derselben als Pol ange- 
nommen wird. 

Für das Verständnis dieser Konstruktion ist es notwendig, zu- 
nächst die Konstruktion von beliebig vielen Punkten der Ellipse mit 
Hilfe der beiden über den Ellipsenachsen als Durchmesser kon- 
struierten Kreisen in Erinnerung zu bringen. Zieht man den Radius 
G (Fig. 20), welcher die beiden Kreise in den Punkten K und G 
schneidet und legt durch G die Gerade RG parallel zur y- Achse 
und SK durch K parallel zur a;-Achse, so ist der Schnittpunkt L 
dieser beiden Geraden ein Ellipsenpunkt. Schließt nämlich G mit 
der Abszissenachse den Winkel ro (die sogenannte exzentrische 
Anomalie) ein, so hat man für die Koordinaten x, y des Punktes 
L die Gleichungen 

12) x = aco8a}^ y=b8in(o\ 

hieraus folgt 

X y 

— = cos Q>, 7" = 8in (O. 

a ü 

Quadriert man diese Gleichungen und addiert sie dann, so resultiert: 

— -[- T^ = CO«* (o -j- 8in^ (D=l; 

das ist die Mittelpunktsgleichung der Ellipse; hiemit erscheint ihre 
punktweise Konstruktion bewiesen. 

Die Gleichungen 12) sind die sogenannten Parameter- 
gleichungen der Ellipse. 

Quadriert man die Gleichungen 12) und addiert sie dann, 

so folgt 

x^-\-y^ = a^ co8^ o -{- b^ sin^ q>. 

Der Vergleich dieser Gleichung mit jener 10) läßt sofort er- 
kennen, daß der Radiusvektor OL der Ellipse ebenso groß ist, als 
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der Radiusvektor P jenes Punktes P der Fußpuoktkurve der 
Ellipse, welcher dem Polarwinkel cd entspricht. Beschreibt man also 
aus O als Mittelpunkt mit OL als Radius einen Kreisbogen, bis06r 
geschnitten wird, so ist der Schnittpunkt P ein Punkt der betrach- 
teten Fußpunktkurve. 

23. Reduktion der Präzisionswerte. 

Das Verfahren, welches lehrt, aus den Präzisionswerten des in 
irgend einer Ebene liegenden Trefferbildes die entsprechenden Prä- 
zisionswerte des in einer anderen Ebene liegenden zugehörigen 
Trefferbildes abzuleiten, heißt Reduktion der Präzisionswerte. 
Selbstverständlich muß die Lage dieser beiden Ebenen zu einander 
bekannt sein. 

Nachstehend sollen folgende zwei in der Praxis häufig vor- 
kommende Spezialfälle behandelt werden: 

A) Aus den Präzisionswerten des im Mündungshori- 
zonte liegenden, also horizontalen Trefferbildes die Prä- 
zisionswerte des zugehörigen vertikalen Trefferbildes oder 
umgekehrt abzuleiten; beide Trefferbilder haben also eine 
Flugbahngarbe gemeinsam. 

B) Aus den Präzisionswerten des im Mündungshori- 
zonte liegenden Trefferbildes die Präzisionswerte des zu- 
gehörigen, in einer anderen horizontalen Ebene, etwa am 
Meeresspiegel liegenden Trefferbildes zu ermitteln. 

Zu A). Nachdem, praktisch genommen, die 50-prozentige Breiten- 
streuung dem horizontalen und vertikalen Trefferbilde gemeinsam 
zukommt, so ist nur die Beziehung zwischen Z50 und A50 aufzustellen. 

Flg. 28. 




Seien (Fig. 23) OA und OB jene Bahnen, innerhalb deren 
50 Prozent sämtlicher Flugbahnen liegen, OM die mittlere Flugbahn, 
80 ist die 50-prozentige Längenstreuung 

AB = l^ = AM-\-MB, 
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die 50-prozentige Höhenstreuung 

Des geringfügigen Distanzunterschiedes wegen sei für alle drei 
Bahnen der gleiche Einfallwinkel & angenommen. 

Die analytische Beziehung zwischen Z^o und h^Q ergibt sich sofort, 
wenn man die Gleichungen der beiden Bahnen OA und OB aufstellt 
und dieselben für O M = Xq spezialisiert, woraus C M und M B 
folgen. Mit Beriicksiehtigung der Gleichung der Substitutionsparabel 

y = xtg &{l J ergeben sich für die den Bahnen OA und OB 

zukommenden Substitutionsparabeln die Gleichungen: 

y = xtg®fl ?^ ^ und y = xtgefl ^ 

hierin bedeuten Xq die horizontale Schußweite OM und S den Ein- 
fallwinkel zur wagrechten Mündungsebene. 

Wird in den beiden Flugbahngleichungen x-=Xq gesetzt und 
werden dann die absoluten Beträge der so erhaltenen Flugbahn- 
ordinaten addiert, so folgt mit Rücksicht darauf, daß CM-\-3fI)=h^o 
ist, nach einfachen Reduktionen: 

Nachdem (^ — ) ein sehr kleiner Bruch ist, so kann er gegen die 

2 Xq^ 

Einheit vernachlässigt werden, wodurch sich 1) vereinfacht in: 

2) ho = ho^9^- 

Diese Gleichung drückt die zu suchende Beziehung aus. Weil 

— , = cot S den bestrichenen Raum B^ für 1 w Zielhöhe ausdrückt, 
tg& 

so ist 

3) — ^ z=B^= bestrichener Raum für 1 m Zielhöhe. 

Die Gleichung 2) ergibt sich unmittelbar aus der Figur, wenn 
man die Flugbahnstücke D B und A C geradlinig und unter dem Ein- 
fallwinkel ® gegen den Horizont geneigt ansieht \^fho= — lho^9^)' 

Geht man von den p-prozentigen Streuungswerten aus, so würde 
sich auf demselben Wege die allgemeine Beziehung 
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h, = lftg& 
ergeben. 

Zu Bj. ple öO-prozentige Längenstreuung des im Mündungs- 
horizonte liegendeo Trpfferbildes sei l^,, die zugehörige, auf den 
anderen Horizont, etwa den Meeresspiegel, reduzierte 50-prozentige 
Längenslreuung sei t^; es handelt sich nun zunächst um die Be- 
ziehung zwischen 1^» und 1\q. 

Zur Auffindung derselben wird voi) der Flugbabngarbe ent- 
sprechend der Horizontaldistanz OÄ^x (Fig. 24) im Mündungs- 
horizonte und von der Flugbahngarbe entsprechend der Horizontal- 
distanz MS^x am Mewea^iegel ausgegangen. Diese zwei Flug- 
bahngarben werden umso mehr voneinander versobieden sein, je 
grdSer der Höhenunterschied h ist. OMA sei die mittlere Bahn der 
oberen Flugbahngarbe, OQS die mittlere Bahn der unteren Flug- 
bahBgarb«; es eiod sonach 4 und S einander entsprechende TreU- 

Flg. M. 




punkte, and zwar A im Mündimgsborizonte und S am Meeres^iegel. 
Den mittleren Treffpunkten beider Plugbahngarben entspricht also 
dieselbe Horizontaldistanz. Legt man durch A und S Ebenen senk- 
recht zu den entsprechenden mittleren Bahnen, so kann für die den 
tatsächlich erbauten Küstenwerken entsprechenden Höhen k {h gleicb 
der Höhe der horizontalen Rohrachse über dem mittleren Heeres- 
spiegel) angenommen werden, daß die in diesen zwei Ebenen ent- 
haltenen Trefferbilder dieselbe Ausdehnung haben werden. 

In der Fig. Zi sind nnr jene Teile der zwei Flugbahngarben 
gezeichnet, welche den 50-prozentigen Längenstreuungen entsprechen; 
es ist also RK=kt, und BT=Vsc. 

Der Annahme zufolge ist NL = Vr, also /joSi" ®r = ^Bo*i" ®; 
daraus folgt: 



*) 






sin&jc 



Wie man sieht, hängt l'^o von der Schußdistanz und dem Ein- 
fallwinkel & ab; letzterer ist von der Höhe des Qeschützstandes 

Eoafck, AufllBlcbDDff TOD fiBobftchtanfffiiL n. 20 
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abhängig. Nach der Formel 4) könnten die in den allgemeinen SehieB- 
tafeln*) angegebenen 50-prozentigen Längenstreuungen auf den Meeres- 
spiegel reduziert werden. Hiezu müßten Z50, &x aus den allgemeinen 
Schießtafeln entnommen und der Einfallwinkel ® berechnet werden. 

Für Wurfgeschütze — Küstenmörser und Küstenhaubitzen — 
erleidet die schießtafelmaßige Längenstreuung I^q nach der Formel 4) 
keine berücksichtigungswerte Änderung; es kann also für .Wurf- 
geschütze Z'50 = ^60 gesetzt werden. 

Für Flachbahngeschütze kann man die Formel 4) vereinfachen. 
Ist nämlich das Bahnschwenken zulässig, so ist &= @^-{-n] für 
diesen besonderen Fall übergeht die Formel 4) in 

y _j sin ® a: 

oder wenn man den Weiser x wegläßt, da eine Irrung ausge- 
schlossen ist, 



8in{S-\-n) 

Die 50-prozentige Höhenstreuung A'50 wird aus fso und dem 
Einfallwinkel S zufolge des Ergebnisses unter A) nach der Formel 

6) Ä'50 = Z'ßo tg S 

berechnet, wobei das in Betracht kommende, verhältnismäßig kurze 
Flugbahnstück als geradlinig angesehen wird. 

Der für die Reduzierung von Z50 auf Z'50 gemachten Annahme 
zufolge ist h^Q = h\Q. 

Wenn das Bahnschwenken zulässig ist, so kann man die Formel 5) 
direkt herleiten, wie dies aus der Lösung des folgenden Beispiels 
zu ersehen ist. 

Beispiel. Welche Distanzänderung am Meeresspiegel 
bewirkt bei gleichbleibendem Zielpunkte eine Aufsatz- 
änderung für 50m? 



'^) Sohiefitafeln, welche Angaben für im Mündungshorizonte gelegene Ziele 
enthalten, heißen gewöhnlich allgemeine Schieß tafeln, zum Unterschiede von 
den sogenannten Objektsschießtafeln, welche beim Schießen aus Küstenwerken 
benützt werden und auf Grund der allgemeinen Schießtafeln für jedes einzelne 
Küstenwerk ausgearbeitet werden. 

Die Einrichtung der Objektsschießtafeln muß dem Schießvorgang angepaßt 
sein. Bei zweckmäßiger Einrichtung der Richtmittel und Distanzmesser kann der 
Schieß Vorgang äußerst einfach und doch genau sein. Die Objektsschießtafeln sind 
dann nur einfache Schießbehelfe und haben nicht den Charakter einer Schießtafel 
in des Wortes engerer Bedeutung. 
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Eine Vermehrung oder Verminderung des Aufsatzes, z. B. für 
50 fit, verlegt bei gleichbleibendem Zielpunkte den Treffpunkt 
in der Flugbahnbasis OTq (Fig. 26) von Tq um 50 m nach T/ be- 
ziehungsweise T^, Die zugehörigen Treffpunkte auf dem Meeres- 
spiegel sind Ti und Tg. 'Die Maße TqT^ beziehungsweise T^Tq sind, 
wie aus der Figur ersichtlich, stets kleiner als 50 m und hängen 
von der Höhe des Geschützstandes, der Schußdistanz und dem Ein- 
fallwinkel ab. 

Im Dreiecke T^T^T^ ist TQT,'=hOm, KT^T^T^'=n, <cT^T,'TQ=e 
(relativer Einfallwinkel), weiters ist als Außenwinkel dieses Dreieckes 
'^:jZ N T^T^' = S '\- n. Nach dem Sinussatze erhält man sonach: 



7) 



T^T,= T^T^=oO-r 



sin 



Meter 



sin {& -}-n) 
(der Terrainwinkel n des Punktes Tq ist als absoluter Wert eingeführt). 

Fig 25. 




Meeresspiegel 



Auf die Notwendigkeit, sowohl die Streuungen als auch die 
Korrekturmaße beim Schießen aus Küstengeschützen auf den Meeres- 
spiegel zu beziehen, hat zuerst der k. u. k. Generalmajor Artur 
Ritter v. Arbter hingewiesen. 

24, Streuungsfehler des Geschützes. 

Anschließend an die Bestimmung der Präzisionswerte des am 
Meeresspiegel liegenden Trefferbildes aus den Präzisionswerten des 
im Mündungshorizonte liegenden Trefferbildes soll der 50-prozen- 
tige oder wahrscheinliche Streuungsfehler der Küsten- 
geschütze bespi'ochen werden, welcher durch besondere, beim 
Schießen gegen das fahrende Ziel*) auftretende Streuungsursachen 
bedingt und daher größer ist als der Wert der Schießtafel. Diese 



*) Beim fahrenden Schiffe kommen außer der fortschreitenden Bewegung 
noch drehende Bewegujigen in Betracht. Man nennt die drehende Bewegung um 
die Längenachse des Schiffes die rollende, jene um die horizontale Querachse 
die stampfende, die Verbindung beider die schlingernde Bewegung; die 
Drehung um die vertikale Achse gibt sich als Kursänderung kund. 

20* 
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Untersuchung ist für die Ermittlung der Treffwahrscheinlichkeit für 
ein Schiff in Fahrt sehr wichtig. 

Aus den Untersuchungen wird auch klar hervorgehen, inwieweit 
dieselben für andere QeschütEe Gülti^eit haben. 

Die hauptsächlichsten Fehlereinflüsse, welche die schießtafel- 
mäßigen Streuungen der Kastengeschütze modifizieren, sind: 

a) der Richtfehler, der durch die beim Verfolgen des fah- 
renden Zieles unvermeidlichen Ungenauigkeiten im Richten des Ge- 
schützes entsteht; 

h) der Zeitfehler, der durch das nicht ganz regelmäßige 
Einhalten der Schußzeit auftritt, indem bald etwas zu früh, bald 
etwas zu spät abgefeuert wird. Als Schußzeit bezeichnet man die 
Flugzeit der Geschosse, vermehrt um jene Zeit, welche erfahrungs- 
gemäß vom Kommando zur Feuerabgabe bis zum Momente des tat- 
sächlichen Abfeuerns verfließt. 

Der 50-prozentige oder wahrscheinliche Streuungs- 
fehler des Geschützes ergibt sich demnach nach dem Didion- 
schen Gesetze aus der schießtafelmäßigen 50-prozentigen Abweichung, 
aus dem 50-prozentigen Richtfehler und aus dem 50-prozentigen 
Zeitfehler der Schußzeit 

Der Fehler der Schußzeit kann bei gut geschulter Bedienung 
des Geschützes und des Distanzmessers auf ein verhältnismäßig 
kleines Maß herabgemindert werden ; er wird daher in den folgenden 
Untersuchungen nicht in Betracht gezogen. 

A) Genauigkeit der Höhenrichtung bei Benützung des 
Visierfernrohres, des Geschützaufsatzes, des Höhenricht- 

zeigers*) oder des Quadranten. 

Es ist klar, daß die Richtmittel derart eingerichtet sein müssen, 
daß die den Geschützen eigentümlichen Präzisionen tunlichst aus- 
genützt werden können. Die Richtungen, in welchen die Verfeinerung 
der Richtmittel sieh zu bewegen hat, sind hauptsächlich: Erhöhung 
der Genauigkeit der Visur, der Feinheit des Einstellens und der 

*) Den Küstengeschützen wird die Höhenrichtung in der Regel durch den 
Hohenriohtzeiger erteilt. Dieser besteht aus einer beweglichen Scheibe (Bogen), 
welche mit einer Distanz-, Strich- oder Gradeinteilung y ersehen ist und aus einem 
festen Zeiger. Die Scheibe (Bogen) und das Rohr sind derart zwangläufig mit- 
einander verbunden, daß bei der Bewegung des Rohres mittels der Höhenricht- 
maschine die Scheibe auf den der jeweiligen Rohrelevation entsprechenden Teilstrich 
eingestellt wird. Der Zeiger kann auch derart eingerichtet sein, dafi er eine 
Verschiebung längs des Umfanges der Scheibe zuläßt, wodurch die Erteilung von 
Korrekturen in einfacher Weise ermöglicht wird. 
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Empfindlichkeit der Libelle, ferner Paralysierung des sohädliohen Ein- 
flusses der zufälligen seitlichen Neigungen der Symmetrieebene. 

Beziiglich der Visierfernrohre oder Zielfernrohre muß 
zunächst betont werden, daß das Ausschlaggebende bei der Anwen- 
dung von Zielfemrohren nicht die Vergrößerungswirkung des Fern- 
rohres ist; das Spezifische in der Anwendung von Zielfern- 
rohren liegt ganz wo anders und kommt auch ohne jede 
Vergrößerungswirkung zur Erscheinung. Diesbezüglich wird 
auf die in der Geodäsie angewendeten Femrohre ohne Vergrößerung 
(d. h. mit der Vergrößerung Eins) hingewiesen, die ihren Zweck 
vortrefflich erfüllen. 

Gegen das Zielen mit Visur und Korn spricht hauptsächlich 
folgendes Moment: Durch die Verschiedenheit des Abstandes von 
Visier, Korn und Ziel zum Auge wird eine Unsicherheit im 
Zielen verursacht. Das Auge soll nämlich gleichzeitig auf das ganz 
nahe gelegene Visier, das entferntere Korn und das weitgelegene 
Ziel gerichtet und auch eingestellt (akkommodiert) werden. Wegen 
der großen Ungleichheit der Abstände dieser drei Punkte vom Auge 
fallen aber ihre Bilder nicht zugleich auf die Netzhaut, sondern etwas 
hintereinander. Das Auge besitzt zwar die Fähigkeit, sich den Ent- 
fernungen der Objekte gemäß innerhalb des Akkommodations- 
gebietes anzupassen, allein für drei so verschiedene Distanzen im 
gleichen Augenblicke kann offenbar diese Akkommodation nicht 
eintreten. Der Beobachter sieht entweder das entfernte Zielobjekt 
oder das Korn oder das Visier deutlich oder undeutlich, je nachdem 
er seine Aufmerksamkeit vorzugsweise auf den einen oder den 
andern Gegenstand richtet. Jeder Punkt des nicht scharf gesehenen 
Gegenstandes (z. B. des Visiers) erscheint als ein in der Ebene, auf 
welche das Auge eingestellt ist (Ebene des Kornes), befindliches, 
undeutliches Scheibchen. 

Die Länge der Visierlinie, natürlich innerhalb gewisser Grenzen, 
hat auf die Genauigkeit der Visur keinen wesentlichen Einfluß. Nur 
wenn der Abstand des Visiers vom Auge kleiner wird als die deut- 
liche Sehweite, nimmt die Genauigkeit der Visur ab. 

Die Zielfernrohre legen das Bild des Zieles in die Ebene 
des Kreuzungspunktes zweier Striche (der Zielmarke), beide sind 
daher in der gleichen Entfernung vom Auge. Dadurch kommt 
das Seh- und Richtvermögen des Auges voll zur Geltung. Deshalb 
sind die Zielfernrohre auch dann schon der älteren Visiervorrichtung 
(mit Visier und Korn) überlegen, wenn sie eine Vergrößerung des 
Bildes nicht ergeben. 
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- • i Eingehende Versuche, welche Professor Stampfer über Visier- 
genauigkbit angestellt hat, haben gelehrt, daß z. B. bei einem Fern- 
rohrdiopter mit der Vergrößerung v=l der Visurfehler dreimal 
kleiner ist als beim gewöhnlichen Diopter. 

Die Genauigkeit, welche beim Einstellen einer Visur mittels 
eines mäßig vergrößernden Fernrohres erreicht werden kann, ist 
nach; den von Professor Stampfer hierüber angestellten Versuchen 
nahe der Vergrößerung v proportional. Hiebei ist eine mäßige Ver- 
größerung vorausgesetzt, da sonst unter Umständen der Visurfehler 
mit der Vergrößerung sogar zunehmen kann. Nach Angabe des ge- 

nannten Professors ist der Visurfehler in Sekunden — 

V 

Bei Stampfers Versuchen über Visurgenauigkeit wirkten 
äußerst, günstige Nebenumstände mit, so daß dessen Ergebnisse 
als die Grenze anzusehen sind, welcher sich die Genauigkeit des 
Zielens mit dem Fernrohre nähert. Bei ungünstigen Beobachtungs- 
verhältnissen erhält man größere Visurfehler bis — und darüber. 

V 

Der von Professor Stampfer angegebene Ausdruck für den 
Visurfehler des Fernrohres ist auf rein empirischem Wege durch 
praktische Versuche entstanden. Man kann dessen Richtigkeit auch 

auf theoretischem Gebiete prüfen und gelangt für den Visurfehler, be- 

12 
sonders günstige Verhältnisse vorausgesetzt, zu dem Ausdruck — • 

Dieser aus der Theorie der Fernrohre sich ergebende Ausdruck 
stimmt mit dem yon Stampfer (^ — j nahezu überein. 

Es beträgt somit die Visiergenauigkeit bei einem Zielfemrohre 
mit vierfacher Vergrößerung unter besonders günstigen Verhält- 
nissen 3 bis 4 Sekunden, sonst 12 Sekunden; bei einem Zielfern- 
rohre mit der Vergrößerung gleich Eins 12 bis 15 Sekunden, be- 
ziehungsweise 50 Sekunden. Beim Richten mit dem Aufsatz (über 
Visier und Korn) dürfte der Visurfehler nach den von Professor 
Stampfer mit Dioptern durchgeführten Versuchen mindestens 
dreimal so groß sein als beim Fernrohre mit der Vergrößerung 
gleich Eins, daher 45 Sekunden unter günstigen, 2' 30" unter 
ungünstigen Verhältnissen. 

Es muß noch bemerkt werden, daß das Richten über Visier 
und Korn, wenn es genau ausfallen soll, stets ziemlich zeitraubend 
ist; man darf dafür wohl mindestens 15 Sekunden ansetzen. Auch 
von diiesem Gesichtspunkte sind Zielfernrohre in erster Linie für 
das Richten in Betracht zu ziehen. 
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Die in den Schießtafeln eingetragenen 50-^prozentigen Längen«* 
(Höhen-) Streuungen sind in der Regel bei Anwendung der Richtung 
mit dem Zielfernrohre oder der Quadrantenrichtung ermittelt, bei 
welchen der Richtfehler verhältnismäBig 'klein ist gegenüber jenen 
Richtfehlern, die sich beim Richten mittels des Aufsa4;zes oder des 
Höhenrichtzeigers ergeben. Die diesen Richtmitteln anhaftenden 
Fehlereinflüsse vergrößern daher die durch die SchieStafel- 
werte präzisierte Streuung des Geschützes. 

Wenn mittels des Geschützaufsatzes gerichtet wird, kommt 
hauptsächlich der zufällige Visurfehler des Richtenden in Betracht 
dessen durchschnittlicher Wert, wie bereits gesagt, mit 45 Sekunden 
oder rund 60 Sekunden angegeben wird, unter der Voraus- 
setzung, daß der Zielpunkt fest und deutlich markiert ist. 
Der 50-prozentige oder wahrscheinliche Visurfehler beträgt demnach 
unter dieser Annahme etwa 40 Sekunden (60-prozentiger Fehler ist 
gleich dem durchschnittlichen Fehler mal 084535). Beim Richten 
gegen ein Ziel in Bewegung, also gegen ein Schiff in Fahrt, wird 
natürlich der Visurfehler größer und, abgesehen von der Ziel- 
beleuchtung, noch besonders durch die Fahrgeschwindigkeit des 
Schiffes und die Wellenbewegung des Meeres bedingt sein. Mitt- 
leren Verhältnissen entsprechend, wird man wenigstens das Doppelte 
des für den festen Zielpunkt gültigen Fehlermaßes in Rechnung 
ziehen müssen und den 50-prozentigen oder wahrscheinlichen 
Visurfehler beim Richten gegen ein fahrendes Schiff mit 
ungefähr 1-| Minuten annehmen können. In Bezug auf die ver- 
tikal gedachte Bordwand eines Schiffes*) ergeben sich demnach auf 

1000m, 2000 w, 3000m, 4000m u. s.w. 

die 50-prozentigen Abweichungen der Visur vom Zielpunkte mit 

0*4 m, 0*9 m, 1*3 m, 1*7 m u. s. w. 

(Es ist nämlich arclyMinuten==arcl' 30"= 0000436.) 

Die Genauigkeit der Höhenrichtung bei Benützung des Höhen- 
richtzeigers hängt sowohl von der Funktionierung seines Getriebes, 
als auch von der Beschaffenheit der Geschfitzunterlage ab und er- 
fordert in ersterer Beziehung die Vermeidung eines toten Ganges,**) 



*) Die Bordhöhen der Sohlachtschiffe und größeren Kreuzer betragen 6 bis 8 «n. 
**) Über den toten Gang der Schrauben sei folgende, ganz allgemeine Be- 
merkung -gemacht: Die Verstellung eines Apparatteiles oder eines außerhalb des 
Apparatteiles befindlichen Gegenstandes wird in sehr vielen FäUen durch Drehung 
eines Schraubenkopfes und nur selten aus freier Hapd vorgenommen. Im 
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in letzterer Hineicht, dstß die Bettung horizontal liege. Bis zu welchem 
Qenauigkeitsgrade diese beideh Forderungen in der Praxis tatsächlich 
zutreffen, müßte in jeder Batterie durch ent8pi*echend zdhli'eiehe 
Messungen erhoben, hiebei aber auch getrachtet werdefn, alle ver- 
meidlichen, im Zeigergetriebe oder in der Oesehfitziflontierung lie- 
gehden Fehlerursachen ^ü beseitigen. Nach den bisherigen £r- 
fdhrungsdaten kann im allgemeinen der 50-prozentige 
Fehler der Höhenrichtzeigerrichtung beim Schießen auf 
ein fahrendes Schiff ungefähr ebenso groß wie jener der 
AufsatzriChtuüg, das ist mit etwa ij Minuten, angenommen 

Det* Fehler bei der Quadrantenrichtung setzt sich zusammen 
aus dem Fehler beim Einspielen der Libelle und dem Ablese- 
fehler am Gradbogen. Der erste Fehler hängt von der Empfind- 
lichkeit der Libelle (beträgt etwa Ol des Winkelwertes, welcher der 
Entfernung zweier Teilstriche der Libellenteilung entspricht), der 
letztere Ton der Noniusangabe (etwa die Hälfte der Nonienangäbe) 
ab. Der Ablesefehler beim Quadranten koüimt nicht in Betracht, 
wenn Vorausgesetzt Wird, daß die Quadrantenstellung bei einer 8ohuß- 
serie unverändert bleibt, wie dies beim Ermitteln der Präzisions- 
daten auch tatsächlich der Fall ist. 



ersteh Falle hat man besondera aat den sogenannten toten Gang der Schrauben 
zu achten. Hatte man die Schraube zuerst nach der einen Seite gedreht, wobei 
sich ein gewisser Teil des Apparates verschob und dreht man sie hierauf zurück, 
so beginnt sich der Ton der Schraube geführte Teil des Apparates, wenn ein 
toter Gang vorhanden ist, nicht auch gleichzeitig nach der anderen Seite zu be- 
wegen, so daß die Größe der Schraubendrehung nicht als Maß für die Verschiebung 
des betreffenden Apparatteiles dienen kann. Es soll nun entschieden werden, auf 
welche Weise in jed^m gegebenen Falle der schfidliche JSinflüß des toten Ganges 
eliminiert werden könnte. Man kann entweder bei jeder Messung zwei Beobach- 
tungen, die auf entgegengesetzten Seiten liegen, machen, d. h. die Schraube erst 
vorwärts, dann rückwärts drehen oder eine Reihe aufeinander folgender Messungen 
vornehmen, indem man die Schraube immer nach derselben Seite hin dreht. 
Es ist selbstverständlich, daß man diesen Vorgang bei der Erteilung der Richtung 
eines Geschützes nicht anwenden kann. Die Behebung der toten Gänge bei den Richt- 
mitteln der Geschütze muß daher durch geeignete konstruktive Vorkehrnngen 
erfolgen. Bei den Höhenrichtzeigem z. B., bei welchen die Scheibe durch einen am 
Rohre befestigten Zahnbogen in Drehung versetzt wird, ist folgende Einrichtung 
zur Ausschaltung des zwischen Zahnbogen und Zahnrad etwa vorhaüdeneii toten 
Ganges getroffen. Das Zahnrad ist senkrecht zur Drehachse in zwei TeÜe geteilt, 
welche durch Federkraft stets im entgegengesetzten Sinne zu einander verstellt 
werden. Die Zahnflanken des Zahnrades wet-den hiedureh konstaht in Anlehnung 
an jene des Zahnbogens erhalten und somit die den toten Gang verursachenden 
Spielräume aufgehoben. 
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Bei der Visiervorrichtung (dem Kollimateur) von Orubb 
wird nicht wie beim Visierfermrohre das Bild des Zieles auf ein 
physisches Krenz, sondern umgekehrt das virtuelle Bild eines physi- 
schen Kreuzes (der Visiermarke) auf das entfernt bleibende Zie 
geworfen. Es befindet sich daher das Bild der Zielmarke mit dem 
Ziele in einer Ebene. Das Auge kann daher beide gleichzeitig be- 
trachten und sie ohne zu ermüden, mit der für die Beurteilung 
seitlicher Lagenverschiedenheit beim freien Sehen geltenden Ge- 
nauigkeit (bei größter Sehschärfe, besonderer Übung und äußerst 
günstigen Beobachtungsverhältnissen 12 bis 15 Sekunden, sonst 
50 Sekunden und mehr) in Koinzidenz bringen. 

Beim Visierapparat des französischen Feldgeschützes 
kann man das virtuelle Bild der Visiermarke mit dem Ziele nur 
beiläufig in Koinzidenz bringen, weil letzteres durch den Kollimateur 
verdeckt wird. Dieser Apparat wird daher nur zur Erteilung der 
Seitenrichtung beim indirekten Schießen verwendet. Der erwähnte 
Übelstand des französischen KoUimateurs kann durch Anbringung 
eines bis zur Zielmarke reichenden Ausschnittes im Glaskörper be- 
hoben werden. 

Es sei hier noch die Wirkung der Refraktion beim 
Richten mit dem Aufsatze oder mit dem Zielfernrohre er^ 
wähnt. Durch die Refraktion wird nicht allein das Ziel für den 
Distanzmessenden, sondern auch für den das Geschütz Richtenden 
gehoben (gesenkt, wenn der Refraktionskoeffizient einen negativen 
Wert annimmt); letzterer richtet demnach das Geschütz selbst dann 
falsch, wenn er die richtige Entfernung am Geschützaufsatze ein- 
gestellt hätte. Der Fehler summiert sich mit dem beim Distanz- 
messen begangenen, ist jedoch an und für sich zumeist so gering, 
daß er vernachlässigt werden kann. Es wird hier deshalb nur auf 
ihn aufmerksam gemacht, weil er bei starker Abweichung des je- 
weilig gültigen Refraktionskoeffizienten vom für die Meeresküste ge- 
bräuchlichen Werte ft=016 doch merklich wirkt. Es beträgt beispiels- 
weise die Höhenversetzung des Zieles auf 

5000 m bei Ä = 013 0*3 m 

^ k = 050 l'O m 

6000 m y, ife = 0-13 0-4 m 

^ Ä: = 0-60 1*4 w. 

Bei der Luftspiegelung (Fata morgana) nimmt man durch 
Totalreflexion erzeugte und verkehrte Spiegelbilder von direkt ge- 
sehenen oder auch verdeckten Objekten wahr. 
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B) Bestimmung des 60-prozentigeii oder wahrsoheinlichen 
Richtfehlers der Höhenrichtung im Pistanzmaße, ferner 
der öO-prazentigen oder wahrscheinlichen Längen- 
abweichung im Mündungshorizonte und am Meeresspiegel. 

Auf Grund des bei der Richtung mit dem Visierfernrohre, dem 
Aufsatze oder mit dem Höhenrichtzeiger angenommenen 50-prozen- 
tigen oder wahrscheinlichen Winkelfehlers läßt sich der 50-prozen- 
tige oder wahrscheinliche Richtfehler der Höhenrichtung 
auch im Distanzmaße angeben, indem dieses Maß nach den Ele- 
vationswinkel-Differenzen der Schießtafel bestimmt wird. 

Da die Längenabweichung des Geschosses beim Präzisionsschießen 
bei der Richtung mit dem Zielfernröhre oder mit dem Quadranten 
nur ganz unbedeutend beeinflußt wird, so erhält man bei Anwendung 
des Aufsatzes oder des Höhenrichtzeigers für die 50-prozentige oder 
wahrscheinliche Längenäbweichung im Mündungshorizonte 



V 



i 



f) + ri, 



worin Z50 die schießtafelmäßige 50-prozentige Längenstreuung und- 
r^ den 50-prozentigen Richtfehler der Höhenrichtung, im Distanz- 
maße ausgedrückt, bedeuten. 

Die Reduktion dieses Streuungswertes auf den Meeresspiegel, 
d. i. die beim Schießen gegen ein Schiffsziel tatsächlich maßgebende 
Längenstreuung des Geschützes, erfolgt für Kanonen (Bahnschwenken 

zulässig) nach der Formel 

_ _ 8in& ITM^ ,^ 

oder näherungsweise nach 



-xm 



*•'"" &j-^l' {^) -f-H» 



wobei & den Einfallwinkel der Flugbahn, n den Terrainwinkel des 
Zieles und ttj. den 50-prozentigen oder wahrscheinlichen Streuung»- 
fehler des Geschützes bedeuten. 

Eine solche Umrechnung der schießtafelmäßigen Längenstreu- 
ungen mit Rücksicht auf das angewendete Richtmittel und die See- 
höhe der Geschützstellung ist, wenn man praktisch halbwegs zu- 
treffende Streuungsdaten erhalten will, unerläßlich. 

Bei Küstenmörsern und Küstenhaubitzen ist, wie bereits 
im Punkte 23 dieses Abschnittes gesagt wurde, eine Reduktion der 
Längenstreuung unnötig, da bei diesen Wurfgeschützen die schieß- 
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tafelmäßige Längenstreuung wede): durch den Richtfehler, hoch durch 
die Höhenlage der Batterie eine berücksichtigungswertö Änderung 

erfährt; es ist daher a^zrn-Zgo. 

C) Genauigkeit der Seitenriohtung bei Benützung des Auf- 
satzes, eines Zielfernrohres oder einer Seitenrichtskala 

(Horizontalskala). 

Bestimmung des 50-prozentigen oder wahrscheinlichen 

Richtfehlers der Seitenrichtung, ferner der 50-prozentigen 

oder wahrscheinlichen Breitenabweichung. 

Die 50-prozentige Breitenstreuung, welche die Schießtafeln an- 
geben, ist entweder auf Grund der Seitenrichtung mittels des Auf- 
satzes ermittelt, oder es wurde das Geschütz auf den Teilstrich 
einer Seitenrichtskala (Horizontalskala) eingestellt Wurde beim Er- 
mitteln der Schußpräzision die Seitenrichtung mittels des Aufsatzes 
erteilt, so muß die 50-prozentige Breitenstreuung natürlich mehr be- 
tragen als die doppelte, durch den Visurfehler des Richtenden be- 
dingte wahrscheinliche Abweichung. Dem früher mit 40 Sekunden 
angenommenen 50-prozentigen Visurfehler entsprechend, welcher — 
es sei ausdrücklich hervorgehoben — nur bei sehr gutem Richten 
und günstiger Beleuchtung erreicht wird, soll also die 50-prozentige 
Breitenstreuung auf 

1000 w, 2000 m, 3000 w, 

größer sein als die bezügUchen Maße 

0*4 m, 0*9 m, 1*3 wi u. s. w. 

Dies trifft auch, wie man sich überzeugen kann, bei den Schieß- 
tafeln der Feld- und Festungsgeschütze, wenn die Breitenstreuung 
bei Anwendung der Aufsatzrichtung ermittelt wurde, tatsächlich 
zu. In den Schießtafeln der Küstenkanonen hingegen findet man 
Zahlen für h^ eingetragen, welche kleiner sind als die vorstehend 
angeführten Maße. Bei Beurteilung dieser Schießtafelangaben muß 
man daher annehmen, daß das Geschütz beim Ermitteln der Schuß- 
präzision nicht von Schuß zu Schuß erneuert durch Aufsatzvisur 
gerichtet wurde, sondern daß dasselbe bei Beginn des Schießens auf 
das Ziel eingestellt und dann bloß nach jedem Schusse in Bezug auf 
eine Horizontalskala oder eine Marke auf der Geschützunterlage 
kontrolliert wurde, ob sich die Seitenrichtung des Geschützes ver- 
ändert hat. Da die Küsteakanonen infolge ihres großen Gewichtes 
und ihrer festen Pivotierung eine bedeutende Stabilität besitzen, so 
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ist es möglich, daß eine ganze Präzisionsserie abgegeben wird, ohne 
daß die Unterlafette durch den Rückstoß beim Schusse aus ihrer 
ursprünglichen Stellung gerückt worden wäre. 

Dementsprechend enthalten die Schießtafeln der Küstenkanonen 
den rein ballistischen, vom Rictitmittel unabhängigen Streu- 
ungswert 650, während der für das Schießen gegen ein fahrendes 
Schiff maßgebende 50-prozentige oder wahrscheinliche Breitenstreu- 
ungsfehler des Qeschützes durch die Gleichung 



..=r( 



?)'+ ''■ 



gegeben ist, wenn mit r« der 60-prozentige Richtfehler, im Distanz- 
maße ausgedrückt, bezeichnet wird, welcher sich beim Verfolgen des 
fahrenden Zieles mit der Aufsatzrichtung ergibt und welcher nach 
der bereits früher gegebenen Annahme einem 60-prozentigen Visur- 
fehler von etwa ly Minuten entspricht. 

Bei den Küstenmörsern und Küstenhaubitzen kann aus 
denselben Gründen, welche bezüglich der Küstenkanonen angegeben 
wurden, der 50-prozentige oder wahrscheinliche Breitenstreuungs- 
fehler beim Schießen auf ein Schiff in Fahrt auch nach der Formel 



«i 



= r(w+ -^ 



gerechnet werden, wobei der Richtfehler r«, sowohl bei direkter als 
auch bei indirekter Seitenrichtung, auch basiert auf der Annahme 
eines Winkelfehlers von etwa l^ Minuten zu bestimmen wäre. 

Die Werte der 50-prozentigen oder wahrscheinlichen Breiten- 
streuungsfehler im Mündungshorizonte und im Meeresspiegel können 
als gleich angenommen werden. 

Bei Benützung eines Visierfernrohres zur Erteilung der Seiten- 
richtung sind schon bei der Vergrößerung Eins die Visurfehler 

höchstens - so groß wie bei der Aufsatzrichtung; bei Anwendung 

mäßig starker Vergrößerungen sind die Visurfehler entsprechend 
kleiner. 

25. Tageselemente und Tagesrelation. 

Ä) Tageselemente. 

Die durch das Einschießen ermittelten Sohießelemente heißen 
Tageselemente, als: Tagesdistanz, Tagesaufsatz, Tages- 
elevation, Tagesseitenverschiebung und Tagestempierung. 
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Als Tagesdistanz wird jene Distanz bezeichnet, welche bei 
Gebrauch des Aufsatzes und direkter Richtung auf das Ziel (des 
Libellenaufsatzes oder Bichtbogens mit eingestelltem Terrainwinkel) 
der durch das Einschießen ermittelten Aufsatzhöhe (Bichtbogen- 
distanz) entspricht. Bei Benützung des Quadranten (Bichtbogens) 
mit Grad- oder Strichskala wird zur Bestimmung der Tagesdistanz 
bei erhöhten (vertieften) Zielen vorerst die ermittelte Elevation um 
den Terrainwinkel vermindert (vermehrt), d. h. der relative Ele- 
vationswinkel oder der SchuBwinkel ermittelt. Die dem so er- 
haltenen Winkel nach der Schießtafel zugehörige Distanz gibt die 
Tagesdistanz. Beim Schießen mit der oberen Winkelgruppe wird die 
Tagesdistanz dem Ergänzungswinkel entsprechend der Schießtafel 
entnommen. 

Die Tagesdistanz entspricht der ungefähren horizontalen Ziel- 
distanz und werden sich beide umsomehr nähern, je kleiner der 
Terrainwinkel des Zieles und je flacher die Bahn ist. 

B) Tagesrelation. 

Beim Schießen ohne Zuhilfenahme eines Distanzmessers versteht 
man unter Tagesrelation den Unterschied zwischen Tagesdistanz 
und der wahren oder geometrischen Zieldistanz. 

Um diesen wichtigen Begriff der Schießtheorie auch dann klar 
zu erfassen, wenn ein Distanzmesser benützt wird, wird das Be- 
schießen eines fahrenden Schiffes aus einem Küstengeschütze vor- 
ausgesetzt, wobei gleichzeitig ein Küstendistanzmesser mit vertikaler 
Basis zur Verfügung steht. Die Ergebnisse der Untersuchung können, 
soweit dies überhaupt zulässig ist, ohne Schwierigkeiten auf das 
Schießen aus anderen Geschützen und gegen andere Ziele bei gleich- 
zeitiger Verwendung irgend eines beliebigen Distanzmessers über- 
tragen werden. 

Auf einer gegebenen Entfernung fällt der mittlere Treffpunkt 
des Geschützes mit dem mittleren Zielpunkte des Distanzmessers 
in der Regel nicht überein. Infolge der Tageseinflüsse weicht einer- 
seits die mittlere Schußweite von den Schießtafelangaben ab, während 
anderseits auch der Distanzmesser nicht die durch die Distanz- 
gleichung bestimmte mittlere Zielentfemung anzeigt. Diese zwischen 
Geschützportee und Distanzmessung sich ergebende Differenz — die 
Tagesrelation — ist, solange die Einflüsse gleich bleiben, auf 
einer Distanz unveränderlich und eben durch die Änderung jener 
unveränderlichen Größen bedingt, welche der Schießtafel- und Distanz- 
rechnung zu Grunde liegen und mittleren Verhältnissen entsprechen. 
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Die Ermittlung der Tägesrelation für ein Ziel in Ruhe ist demnach 
leicht Nicht so einfach gestaltet sich aber das Verfahren, wenn die 
Tagesrelation, wie beim Schießen auf ein fahrendes Schiff, bei fort- 
während sich ändernder Distanz, also von einer Distanz auf eine 
andere übertragen werden soll. 

Die Beziehung zwischen Tagesrelation und Distanz hängt von 
den Einflüssen ab, welche entweder eine Änderung des Oeschütz- 
ertrages oder eine Änderung der Distanzmessung zur Folge 
haben. 

Die hauptsächlichsten, durch Tageseinflüsse hervorgerufenen 
Partialfehler der Schußweite erfolgen infolge Änderung der Anfangs- 
geschwindigkeit (bedingt durch Verschiedenheiten in der Temperatur 
und in der sonstigen Beschaffenheit der Pulverladung u. s. w.), durch 
Änderung des spezifischen Gewichtes der Luft, durch den Einfluß 
der Windströmungen u. s. w. 

Bei Wurfgeschützen — Küstenmörsern und Küstenhaubitzen — 
muß beim Übertragen der Tagesrelation von einer Distanz auf eine 
andere auch der Ladungsbereich in Rücksicht gezogen werden. 

Nachstehend bedeuten Xq die horizontale Schußweite im luft- 
erfüllten Räume, (p den Abgangswinkel, S den Einfallwinkel, V die 
Anfangsgeschwindigkeit, ö das spezifische Gewicht der Luft, P das 

Geschoßgewicht und Xq = — sin 2 q) (horizontale Schußweite im luft- 
erfüllten Räume). 

Man findet alsdann nach den Lehren der Ballistik für die 

relative Änderung*) der horizontalen Schußweite angenähert: 

Xq 

a) bei der Änderung des Abgangswinkels (p um .d^ (im 

Bogenmaß): 

:±^o_^JPJ X, X 

Xq tgcp\2X^—XQ -^ ^J 

oder für die Benützung der Schießtafeln 

A Xq cos {(p ~f- ®) 

=z7qp — . ; 

Xq cos <p smq) 



*) Offenbar ist für die Beurteilung der Genauigkeit einer Messung nicht der 
absolute, sondern der relative Fehler maßgebend; multipliziert man letzteren mit 
100, so erhält man den sogenannten prozentischen Fehler, Wenn man beispiels- 
weise ein Gewicht bis auf Ol // sicher ermittelt, so kann die erreichte Genauigkeit 
in manchen Fällen äußerst groß, in anderen Fällen aber gänzlich unzureichend 
sein, je nachdem Oly einen äußerst kleinen oder einen bereits beträchtlichen Bruch- 
teil des Gesamtgewichtes bedeutet. 
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bj bei der Änderung der Anfangsgeschwindigkeit T^ um ^V: 

^0 2 Äq Xq \ 

oder für die Benützung der Schießtafeln 

z/a^o tgg) 2 ^V 

Xo ~^tg®~y^'' 

c) bei der Änderung des Geschoßgewichtes P um zJ P: 

^Xq Xq ^ P 

cco ~" 2 Xq — Xq P ' 
oder für die Benützung der Schießtafeln 

Xq ^ tg® J P ' 

d) bei der Änderung des spezifischen Gewichtes der Luft o 

um ^6\ 

^Xq Xo — Xq jd a 

Xq /i .JLq Xq tS 

oder für die Benützung der Schießtafeln 

/IXq 8in{S — (f) ^ 6 

Xq sin ® sin (p ö ' 

u. s. w. 

Bedeutet w^ die Komponente der Windgeschwindigkeit in der 
Schußrichtung und t die totale Flugzeit, so resultiert infolge des 
Einflusses der Windströmung für die Änderung der horizontalen 
Schußweite angenähert ^XQ = Wrt, 

Um die für den Mündungshorizont gefundene Distanzänderung 
^ Xq mit Rücksicht auf die Seehöhe der Geschützstellung auf den 
eeresspiegel zu übertragen, hat man bei Küstenkanonen Jxq 



mit -^—,,--] — ; zu multiplizieren. Bezeichnet z/x die reduzierte Di- 
sin {& -\-n) 

Stanzänderung, so ist 

sin S 
.dx= ^ Xq -.— 7>.-, -^ • 
sin (@ -(- n) 

Für Küstenmörser und Küstenhaubitzen ist eine Reduktion un- 
nötig, weil die Distanzänderung Jxq durch die Höhenlage der Batterie 
keine berücksichtigungs werte Änderung erfährt. 

Die Distanzmessung wird sowohl durch Veränderung des 
spezifischen Luftgewichtes als auch durch den Flutwechsel, die Ge- 
zeiten, beeinflußt. Dadurch ergeben sich gegenüber der auf mittlere 
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Verhältnisse basierten Distanzbestimmung Messungsfehler, welche eine 
gewisse Zeit hindurch als unveränderlich angesehen werden können, 
nämlich solange, als sich die Einflüsse nahezu unverändert erhalten. 
Das von der Temperatur der Atmosphäre abhängige und mit 
dieser schwankende spezifische Luftgewicht hat auch eine Änderung 
der Refraktion zur Folge. Der für die Meeresküste angenommene 
Refraktionskoeffizient A; = 0'16, welcher der Distanzgleichung (siehe 
Punkt 26 dieses Abschnittes) 

X = h cot{a --(l —k)^\ = h cot {« — (1 —016)^} = 

= Ä cot (« — 0*42 y) 

zu Grunde liegt, ist bei einer Abweichung von den angenommenen 
mittleren atmosphärischen Verhältnissen nicht mehr zutreffend; es 
ergibt sich ein Winkelfehler und diesem zufolge wieder ein Distanz- 
fehler. 

Man denke sich auf einer bestimmten Distanz das Ziel; es wird 
alsdann der Tiefenwinkel a (Fig. 26) sich ändern, wenn sich der Re- 
fraktionswinkel r = -ky ändert. Verschiedenen Werten von cc ent- 
sprechen auch verschiedene Messungswerte für die Distanz. Wenn 
nun, wie angenommen wurde, das Ziel seine Position nicht ändert, 
so bleibt r -)- « konstant gleiefa c. Aus r -\- a = c folgt alsdann 

^r-\-Ja = oder /i a= — Jr = — ^y^k. 

Wenn also der Refraktionswinkel r wächst, nimmt der Tiefen- 
winkel a ab; einem kleineren Tiefenwinkel oder einer kleineren 
Schraubengangzahl entspricht aber eine größere Distanz. Man kann 
sagen: Einem positiven (negativen) Zuwachse des h entspricht eine 
Distanzvermehrung (Distanzverminderung). 

Der dem geänderten Winkel a entsprechende Distanzfehler ^r 2c 
folgt aus a; = Aco^(a — 0*42 y) mit 

,1 ^ , co«2(ß — 0-42y) Aa 

/2rX == — h —. • z7 a = — h ^ — = 

«n2(a — 0-42y) sin'{a — 0'4:2y) co8^{a — 0-42y) 

= _hcotHa-0'^2y)—^r———-=-k,j--- 



C08^(a — 0'^2y) Ä« co«2(a — 0*42 y) 

~~ h C08^(a — 042 y) 

Da a — 0*42 y klein ist, so kann man näherungsweise cos^{a — 0'42y) 
der Einheit gleich setzen und es resultiert 

X' 

h 
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Wie diese Oleichung zeigt, ist der Distanzfehler dem Quadrate der 
Distanz proportional; femer ersieht man wieder, daß für negative 
{positive) ^a die Distanzänderung ^drX positiv (negativ) wird, d. h. 
eine Distanzvermehrung (Distanzverminderung) eintritt. 

Der Einfluß der Änderung des Refraktionskoeffizienten wird 
sich also in direkter Weise durch die Änderung der Distanzmessung 
im Verlaufe eines lang andauernden Schießens und dadurch in in- 
direkter Weise durch die Änderung der Tagesrelation fühlbar machen. 

Von der bisherigen Praxis, mit einem Mittelwerte des Refrak- 
tionskoeffizienten zu arbeiten, kann schon der Einfachheit halber 
nicht abgegangen werden, hauptsächlich aber deshalb nicht, weil es 
ganz ausgeschlossen ist, vor dem Distanzmessen erst den Refraktions- 
koeffizienten zu bestimmen. 

Der durch den Flutwechsel, die Gezeiten, also durch eine 
Änderung der mittleren Seehöhe h verursachte Distanzfehler 
ist durch die Gleichung 

JhX = cot{a — 0*42 y).Jh = j'Jh 

gegeben und steht also in einfach proportionalem Verhältnisse zur 
Distanz. 

Es ist nun die Frage, welcher von den beiden Distanzänderungen 
/IrX und Jh^ mehr Bedeutung beizumessen ist. Dieselben werden 
zwar in ihrer Größe wechseln, je nachdem der eine oder der andere 
Einfluß stärker ist; ihr maximaler Wert könnte aber immerhin zu 
ihrer vergleichsweisen Beurteilung dienen. 

Dieser größte Fehlerwert läßt sich auch für den Einfluß des 
Flutwechsels ziemlich genau bestimmen, da der Unterschied der 
Wasserstände bei Ebbe und Flut bekannt ist und an unserer Küste 
etwa 0*6 m beträgt Es ist somit ^h^^ax etwa gleich 0*3 m und der 
Maximalwert JhX für die Distanz ic= 5000m und die Seehöhen 26 wi, 
50 m, 100 m nach der obigen Gleichung beziehungsweise gleich 60 m, 
30 m, 15 m. 

Bezüglich der Refraktionsänderung ist jedoch eine hinreichend 
zutreffende Angabe des maximalen Wertes von Jr x nicht möglich, da 
über die Variation des Refraktionskoeffizienten bei den atmosphä- 
rischen Verhältnissen der Meeresküste noch keine hinreichenden, 
von verschiedenen Seehöhen auf das Meer ausgeführten Versuchs- 
messungen vorliegen. In Anbetracht dessen, daß der Einfluß des 
Plutwechsels an unserer Küste, wie die vorstehenden Zahlen zeigen, 
verhältnismäßig gering ist und die Refraktion schon im Verlaufe 
eines Tages nicht unbedeutenden Schwankungen unterliegt, läßt sich 

Koz&k, Ansgleichang yon Beobachtungen. II- 21 
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durch Rechnung nachweisen, daß die Maximalwerte von ^rX mit- 
unter größer sein können, als die Maximalwerte von ^hX. 

Bei der mannigfachen Art des Zusammenwirkens der ver- 
schiedenen Einflüsse auf die Beziehung zwischen Tagesrelation und 
Distanz ist nicht zu erwarten, daß es der reinen Theorie gelingen 
wird, den Einfluß aller Elemente auf die erwähnte Beziehung mit 
mathematischer Schärfe festzustellen. Die Theorie kann nur auf den 
qualitativen Einfluß aller Elemente auf die Größe der Tagesrelation 
hinweisen. 

Eine zweckmäßige Korrektur der Tagesrelation soll der- 
art erfolgen, daß sie, auf einer Distanz ausgeführt, auf allen anderen 
Entfernungen die zutreffenden Distanzänderungen auf dem Meeres- 
spiegel bewirkt. Die nur einmal, auf einer Distanz vorgenommene 
Korrektur soll beim weiteren Verfolgen des fahrenden Zieles wo- 
möglich im ganzen Schußbereiche entsprechen. Dies ist aber bei 
den gegenwärtig bekannten Richtmitteln der Geschütze unmöglich 
und wird infolge der verwickelten, von Entfernung zu Entfernung 
sich in unbekannter Art ändernder Einflüsse auf die Tagesrelation 
kaum je zu erreichen sein. Es ist unrichtig, beispielsweise zu be- 
haupten, daß die durch die Tageseinflüsse hervorgerufenen, auf den 
Meeresspiegel reduzierten Porteeänderungen stets Korrekturen der 
Höhenrichtung proportional oder im quadratischen Verhältnisse zur 
Distanz zur Folge haben. 

26. Distanzberechnung mit Rücksicht auf Erdkrümmung und 

Refraktion. 

Es sei in Fig. 26 C der Mittelpunkt der Erde, A der Auf- 
stellungsort des Instrumentes, E das auf der Wasseroberfläche be- 
findliche anzuvisierende Objekt, ÄB = h der lotrechte Abstand der 
wagrechten Fernrohrachse des Instrumentes vom Meeresspiegel, 
^BCE = y. 

Vermöge der Refraktion wird man den Punkt E nicht in der 
Richtung AE, sondern in jener AT sehen und es ist ^TAE der 
Refraktionswinkel r, der gegeben ist durch: 

r = -&y = -.016;; = 008 y. 

Durch die Visur nach dem Punkte E ergibt sich am Instrumente 
der Tiefenwinkel a. Die auf dem wahren Horizonte des Punktes E 
gemessene Entfernung dieses Punktes von B ist der Bogen EB = x, 
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Für die in Betracht kommenden Distanzen kann der Bogen 
EB mit der Sehne EB vertauscht werden; der dadurch begangene 
Fehler ist selbst für eine Länge des Bogens EB = 20kin noch un- 
merklich. DemgemäB kann die Sehne £j5 als die zu suchende Ent- 
fernung X angesehen und diese dann aus dem schief winkeligen Drei- 
ecke ABE bestimmt werden. Ist im letzteren <^EAB = (p und 

^BE A = '^y so hat man 

k 
a + r + 9 = 90^ also ^ = 900— (a + r)= 90«— (a -f -y); 



a-f r = ^ + |-, 



daher ^ = a4-r — ^ = a — (1 — Ä)^ 

£ iL 

Fig. 26. 




Nach dem Sinussatze folgt: 



x\h = B%n^i\9%nt^=^9in |90ö — f " "^~ ö" y)| • ^^ |^ — (^ "" *) ^ [ == 



n. 



= co% (« + 2 y) • *^'^ {« — (1 — *) l}; 



hieraus 



x = A 



«n{«-(l-Ä)|) 



21' 
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Dies ist die Formel zur Berechnung von x. Dieselbe läBt sich 
wie folgt vereinfachen. Schreibt man im Zähler 

80 ergibt sich: . v 

x = A • 

^"n(a-(l-fc)f} 
Weil ^ 

co«{«-(l-Ä:)|+|} co#{a-(i-A)|}co*|-wn{a-(l-Ä)|}«n| 
^n{«-(i-i)|} «n{«-(i«A)|} 

= co< \a — (1 — fc) |-J CO* |- — «n |-> 
so ist auch: 

a; = Ä \cot (a — (1 — Ar) ^ cos ^ — sin |-|» 

und da y sehr klein ist, bei Distanzmessungen bis 10 km nicht einmal 
6 Minuten {cos 6'= 0*999 9985), kann cos - = 1 gesetzt werden, wodurch 

x = h[cot(a — (1 — *) 1^) — *^^ « 1 
wird. 

Für Entfernungen von 500 m aufwärts und Seehöhen h von 

wenigstens 20 m wird die Differenz a — (1 — fc) ^ schon so klein, 

also CO« ja — (1 — ä;)|-| schon so groß, daß das Glied sin^ gegen 

cot ja — (1 — h) |-| vernachlässigt werden kann, so daß sich schließlich 

zur Berechnung der Distanzen x die einfache Formel ergibt: 

x = hcot\a — (1 — k)—\ = hcot'ib = - > 
l ^ '21 tgt 

oder mit Rücksicht auf den Wert von k: 

x = hcot(a — 0'42 y) = 



tg {a — 0-42 y) 

27. Beurteilung des automatischen Riehtverfahrens (der auto- 
matischen Aufsätze) der Küstengeschütze. 

Bei Küstengeschützen, welche genügend hoch über dem Meeres- 
spiegel ständig aufgestellt sind, kann infolge der wagrechten Meeres- 
fläche das Richten selbsttätig — automatisch — ausgeführt werden. 
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Ansohließend an die Darlegungen der Punkte 24 und 25 dieses 
Abschnittes erscheint es angezeigt, das Wesen des automatischen 
Richtverfahrens der Küstengeschütze zu geben und sodann dieses 
Richtverfahren vom Standpunkte der Praxis zu beurteilen. 

Wie aus der Fig. 27 zu ersehen ist, kann durch das direkte 
Anvisieren des Zieles C, wobei von der Wirkung der Refraktion 
abgesehen wird, der Terrainwinkel (der refraktionsfreie Tiefenwinkel 
oder der wahre Tiefenwinkel) n und mithin auch die horizontale 
Schußdistanz BC = x bestimmt werden, weil die Überhöhung der 
Geschützstellung über dem Meeresspiegel ÄB=h bekannt ist. Dieser 
horizontalen Schußdistanz entspricht ein bestinmiter relativer Ab- 
gangswinkel (fr, also auch ein bestimmter Abgangswinkel % daher 

Flg. 27. 




auch ein bestimmter Elevationswinkel 8 = (p — ^, der erforderlich 
ist, damit das Ziel getroffen werde. Der Winkel J bedeutet den 
Erhebungswinkel, auch Abgangswinkelfehler genannt 

Beim Schießen gegen die See ist es also infolge der unver- 
änderlichen Überhöhung der Geschützstellung ÄB=^h ein bezeich- 
nendes Merkmal, daß zu jedem Terrainwinkel nur eine Distanz, 
und somit auch zu jedem Terrain winkel nur ein einziger Ele- 
vationswinkel gehört. 

Die Erkenntnis dieser einfachen Beziehung führte nun zur Idee, 
Richtinstrument und Geschütz durch einen Mechanismus zwangläufig 
derart zu verbinden, daß bei jeder Lage der Visierlinie das Rohr 
jenen einzigen, der Visierrichtung entsprechenden Eleva- 
tionswinkel mit dem Horizonte einschließt. Die Visierlinie 
des Aufsatzes wird bei Einhaltung dieser Beziehung gleichzeitig mit 
dem Rohre durch die Richtmaschine des Geschützes bewegt; sobald 
die Visierlinie auf das Ziel trifft, hat auch schon das Rohr die zu- 
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treffende Elevation. Infolgedessen entfällt, theoretisch genommen, 
von den durch die Tagesrelation bedingten Korrekturen vorläufig 
abgesehen, jede Ermittlung der Schußelemente. Das Richten geschieht 
durch das Spiel des Apparates selbsttätig — automatisch —, daher 
der Name automatischer Aufsatz. Die Bedeutung eines so ein- 
fachen Richtvorganges für die Feuerwirkung ist unverkennbar. Die 
Anwendung einer solchen Richtmethode verspricht die volle Aus- 
nützung gegebener Stellungsverhältnisse und, bei glücklicher Lösung 
der Frage, einen großen Schießerfolg. 

Dem Gesagten zufolge muß es sonach befremden, daß das 
automatüsche Richten der Küstengeschütze in Seestaaten noch nicht 
jene allgemeine Bedeutung und durchgreifende Einführung erlangt 
hat, welche dieser Richtmethode bei oberflächlicher Beurteilung zu- 
kommen. 

Um hierüber ein Urteil zu fällen, soll anschließend an das 
gegebene Prinzip des automatischen Richtens der Küstengeschütze 
die praktische Durchführbarkeit dieses Richtverfahrens besprochen 
werden. Hierauf gestützt und basiert auf die Ergebnisse der Er- 
probungen der tatsächlich in verschiedenen Staaten ausgeführten 
Konstruktionen läßt sich ein Urteil über das Entsprechen der auto- 
matischen Aufsätze bei den verschiedenen Küstengeschützen abgeben ; 
hieraus kann schließlich gefolgert werden, bei welchen Küsten- 
geschützen die Einführung des automatischen Aufsatzes von Vor- 
teil wäre. 

Im allgemeinen unterscheiden sich die Mechanismen, welche 
angewendet werdwi können, dadurch wesentlich voneinander, daß die 
Bewegung dem Richtinstrumente entweder vom Geschützrohre selbst 
oder von der Richtmaschine mitgeteilt wird, und daß entweder nur 
der vordere oder nur der rückwärtige Visierpunkt oder irgend ein 
Funkt der Visierlinie zwischen diesen beiden Visierpunkten bewegt wird. 

Die verschiedenen Konstruktionen, durch welche die Rohr- 
bewegung auf die Visierlinie übertragen werden kann, sollen hier 
nicht näher besprochen, sondern nur die praktische Durchführbarkeit 
des automatischen Richtverfahrens beurteilt werden. 

Bei der Beurteilung des Richtverfahrens treten zwei verschieden- 
artige Umstände hervor, welche zusammen auf die Leistung des 
automatischen Aufsatzes einwirken und die Genauigkeit der auto- 
matischen Richtung bestimmen: das Einstellen der Visur auf das 
Ziel (Einfluß der Zielgenauigkeit) und das gleichzeitig erfol- 
gende Übertragen der Richtung auf das Rohr (Wirkung des Me- 
chanismus). 
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Durch die Visur wird der scheinbare Tiefenwinkel a des Zieles 
und somit auch, wie im Punkte 26 dieses Abschnittes bewiesen wurde, 
die Schußdistanz x bestimmt. Wurde beim Richten auf die Wasser- 
linie des Zieles ein Visurfehler begangen, so sind Tiefenwinkel und 
Entfernung des Zieles nicht genau gemessen ; infolgedessen ist auch 
die Elevation des Rohres nicht die zutreffende, sondern mit einem 
Fehler behaftet, welcher dem durch die ungenaue Visur begangenen 
Distanzfehler entspricht 

Durch die automatische Richtung soll die Bewegung des Ge- 
schützrohres auf die Visierlinie derart übertragen werden, daß diese 
unter dem refraktionsfreien Tiefenwinkel oder unter dem wahren 
Tiefen Winkel n geneigt ist, wenn das Rohr die Elevation s—n besitzt, 
wobei € den der horizontalen Entfernung des Zieles entsprechenden 

Elevationswinkel bedeutet. Der Winkel n ist durch die Gleichung 

k 
w = a-]--y = a-j-0'08y, worin « den scheinbaren Tiefenwinkel 

bedeutet (siehe Punkt 26 dieses Abschnittes), bestimmt. Die Distanz- 
formel 

x:=^hcot{a — 042 y)=h cot (n — --) 

und die Gleichung für die Ordinate ä, welche der Überhöhung der 
Geschützstellung entspricht, 

Ä = x<a(£ + ^ — n) — --=- ^-.—i r(l+-^) 

^^ ^ ' 2F2co«2(f + z/ — n) "^ ' 

zeigen zur Genüge, daß die Winkelgrößen n und b in keinem ein- 
fachen, proportionalen Verhältnisse stehen und daß infolgedessen 
auch die Rohrbewegung auf die Visierlinie nicht in einfacher Weise 
durch Hebel, Zahnrad oder Schraube allein übertragen werden kann, 
sondern daß in den Mechanismus eine Kurve eingeschaltet werden 
muß, welche eben die obige Beziehung zum Ausdrucke bringt. Von 
der Genauigkeit der Konstruktion dieser Kurve hängt die Genauig- 
keit ab, mit welcher die Rohrbewegung auf die Visierlinie über- 
tragen werden kann. 

Als wichtigste Konstruktionsbedingungen für die Kurve bezie- 
hungsweise für das Anmontieren derselben müssen gestellt werden: 
die Stabilität des Aufsatzes und die Empfindlichkeit der 
Kurve. 

Die Stabilität des automatischen Aufsatzes erfordert, daß 
die einzelnen Teile desselben beim Schießen stets genau dasselbe 
Lagenverhältnis untereinander und zum Geschützrohre behalten, 
welche sie nach ihrer Anmontierung besaßen und daß sie hierin 
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auch durch die Erschütterung des Schusses nicht beeinträchtigl: 
werden. Bei irgend einer bestimmten Rohrlage mufi daher das Richt- 
instrument jedesmal genau in derselben Stellung einspielen, welche 
dieser Elevation entspricht. Beim Schwenken des Geschützes muß 
sich jeder Punkt in einer wagrechten Ebene bewegen (Horizontalitat 
der Bettung beziehungsweise der Geschützunterlage). 

Die Empfindlichkeit des automatischen Apparates be- 
steht in der Beweglichkeit der Yisierlinie bei der Drehung des 
Rohres. Diese Empfindlichkeit soll möglichst groß sein, d. h. es sollen 
auch die kleinsten, beim Schießen noch in Betracht kommenden 
Änderungen der Rohrelevation sichtliche Verschiebungen der Visier- 
linie bewirken. Veränderungen des Terrainwinkels für große Schuß- 
weiten, besonders bei geringer Seehöhe der Geschützstellung, sind 
sehr klein, welcher Umstand die Aufsatzkonstruktion erschwert. 

Eine große Schwierigkeit bei der Durchführung der auto- 
matischen Richtung ist in der genauen Ausarbeitung der Kurven zu 
erblicken, da für jedes Geschütz, für jede Geschoßgattung und für 
jede Ladung eine besondere Kurve hergestellt werden muß. 

Die Bestimmung der Kurven erfolgt durch Rechnung. Aber 
selbst bei Annahme eines tadellosen Granges werden alle nach der 
Anmontierung sich ergebenden kleinen und unvermeidlichen UnvoU- 
kommenheiten im Gange des Mechanismus auf Kurve und Visierlinie 
übertragen und die automatische Richtung beeinträchtigen. Durch 
eine sorgfältige, praktische Überprüfung müssen diese Mängel be- 
saitigt werden. 

Die automatischen Aufsätze sind für die Fernrohrvisur ein- 
gerichtet; hiedurch wird die Unsicherheit im Zielen beseitigt, 
welche durch die Verschiedenheit des Abstandes von Visier, Korn, 
und Ziel verursacht wird. Das Fernrohr muß rückstoßsicher am 
Geschütz angebracht sein, da es vor Abgabe des Schusses vom Ge- 
schütze nicht abgenommen wird, damit, sobald die Visur auf das 
fahrende Ziel eingestellt wird, auch sofort abgefeuert werden kann. 

Für die an der Küste verwendeten Wurfgeschütze (Küstenmörser 
und Küstenhaubitzen) besitzt das automatische Richtverfahren keinen 
Wert. Gegen fahrende Ziele ist das Treff vermögen der Wurfgeschütze 
infolge der großen Geschoßflugzeit ein geringes, da die Richtungs- 
elemente im vorhinein für jene Ziellage, welche dem Momente des 
Geschoßaufschlages entsprechen, nicht so genau wie bei Flachbahn- 
kanonen bestimmt werden können. Die Rücksichten, welche infolge 
der großen und zur Distanz nicht einfach proportionalen Flugzeit 
der Geschosse auf Schiffskurs und Fahrgeschwindigkeit genommen 



— 829 — 

werden müssen, bedingen zu bedeutende und zu sehr veränderliche 
Korrekturen, als daß gegen fahrende Ziele die Richtung automatisch 
für eine Reihe aufeinander folgender Schüsse bewirkt werden könnte. 

Die Ergebnisse der bekannt gewordenen Versuche mit auto- 
matischen Aufsätzen lassen leider die Bedeutung des automatischen 
Richtens für die Feuerwirkung der Küstengeschütze hinter den Er- 
wartungen zurück, weil die angeführten Konstruktionsbedingungen 
für derlei Präzisionsapparate nicht in dem geforderten Grade erfüllt 
werden können. Die Schlußfolgerungen aus den Versuchsergebnissen 
sind in den folgenden Punkten zusammengefaßt: 

a) Der automatische Aufsatz verschlechtert die Prä- 
zision des Schießens. Dieses Ergebnis wird hervorgerufen einer- 
seits durch Ungenauigkeiten in der Konstruktion des automatischen 
Aufsatzes selbst, anderseits durch die Nichteignung des Geschützes 
als Unterlage für ein distanzmessendes Instrument Die erste 
Ursache ist wohl bis zu einem gewissen Grade behebbar, die zweite 
Ursache jedoch kaum, da infolge der in Betracht kommenden Massen 
eine derartige Präzisionsarbeit; wie sie bei einem geodätischen In- 
strumente möglich ist, bei einem Geschütze ausgeschlossen erscheint. 

b) Der automatische Aufsatz besitzt eine komplizierte 
Einrichtung. Infolgedessen ist er schwer zu konservieren und zu 
rektifizieren und ist auch ein Unbrauchbarwerden desselben durch 
den Gebrauch und durch das feindliche Feuer leichter möglich wie 
bei den bestehenden Richtmitteln und Distanzmessern. 

c) Die Bedienung des automatischen Aufsatzes er- 
fordert ein hervorragend ausgebildetes Professionisten- 
personal, welches in der Zahl, wie sie die Einführung eines solchen 
Aufsatzes bei sämtlichen Küstengeschützen erfordert, nicht immer 
leicht zu erlangen ist. 

d) Eine Erhöhung der Feuerschnelligkeit wird durch 
die Verwendung des automatischen Aufsatzes bei Rahmen- 
geschützen im allgemeinen nicht erzielt. Der automatische Auf- 
satz kann bei allen jenen Geschützen, bei welchen das Rohr zum Laden 
in eine Ladestellung gebracht werden muß (das sind alle Rahmen- 
geschätze, die schweren Geschütze in Mittelpivotwiegen- und Minimal- 
schartenlafetten), seine Richttätigkeit erst nach Beendigung des Ladens 
aufnehmen und dauert dieselbe, infolge der notwendigen Bestimmung 
der Fahrtkomponenten des Zieles umso länger, je größer die Distanz 
beziehungsweise je länger die Geschoßflugzeit ist. Der Distanzmesser 
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hingegen besorgt diese Bestimmung der Fahrtkomponenten schon 
während des Ladens der Oeschütze. 

Nur bei leichten Qeschützen in Mittelpivotwiegenlaf etten (Schnell- 
feuerkanonen) kann während des Ladens gerichtet werden und ist 
demnach nur hier die Möglichkeit vorhanden, daß durch Verwendung 
des automatischen Aufsatzes eine Steigerung der Feuerschnelligkeit 
erzielt wird. 

e) Bei Verwendung des automatischen Aufsatzes ergibt 
sich eine einfache Feuerleitung und weitgehende Ent- 
lastung des Batteriekommandanten, infolge des bei diesem 
Aufsatze zur Anwendung gelangenden Einzelfeuers, bei welchem die 
Geschütze vollkommen unabhängig voneinander schießen. Hinsichtlich 
VerläßUchkeit und Oenauigkeit der Schußbeobachtung und des Ein- 
schießens ist jedoch diese Feuerart, insbesondere auf den großen 
Distanzen, dem einheitlich geleiteten Feuer unterlegen. 

Der vorerwähnte Vorzug der einfacheren Feuerleitung bei An- 
wendung des automatischen Aufsatzes wird jedoch vermindert durch 
Annahme eines möglichst einfachen Schießvorganges. 

Bei Einführung von automatischen Aufsätzen bei Rahmen- und 
sonstigen schweren Geschützen müßten daher, Wie aus dem Vor- 
stehenden hervorgeht, mehr oder weniger schwerwiegende Nachteile 
— insbesondere der Nachteil der Verschlechterung der Präzision — 
mit in Kauf genommen werden, welche durch den einzigen Vorzug 
der einfacheren Feuerleitung nicht aufgehoben werden. 

Eine Einführung der automatischen Aufsätze bei Rahmen- 
geschützen und den schweren Geschützen überhaupt ist demnach 
nicht gerechtfertigt. 

Nur bei wirklichen Schnellfeuerkanonen kann, wie bereits an- 
gedeutet wurde, durch Anwendung des automatischen Aufsatzes eine 
Erhöhung der FeuerschnelUgkeit erzielt werden. Diese erscheint im 
Vereine mit der durch diesen Aufsatz ermöglichten einfachen Feuer- 
leitung für gewisse Schnellfeuerbatterien, welche überraschend und 
auf kleinere Distanzen (zur Verhinderung des Abräumens von Minen- 
linien; zur Forcierung von Hafeneinfahrten, wobei die Angriffsflotte 
nach Beseitigung der Hindernisse, ohne Rücksicht auf das Feuer der 
Küstenartillerie, mit Volldampf, an den Batterien vorüber, auf die 
Flotte des Verteidigers losfährt u. s. w.) wirken sollen, sehr erwünscht, 
doch muß auch die Präzision hinreichend sein; letzteres kann mit 
Rücksicht auf die hier in Betracht kommenden kleinen Schußdistanzen 
mit großer Wahrscheinlichkeit erwartet werden. 
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Die Korrektur der Höhenrichtung ist sowohl durch die 
gewöhniichen Tageseinflüsae als auch durch die wechselnde Niveau- 
hohe des Meeres infolge der Gezeiten bedingt. Der letztere Einfluß 
beträgt (siehe Punkt 25 dieses Abschnittes) 

Die Distanzänderung infolge Änderung der Seehöhe ist also der 
Distanz proportional. Dies läßt sich jedoch keineswegs von den durch 
die sonstigen Tageseinflüsse hervorgerufenen Porteeänderungen be- 
haupten; man ist nicht berechtigt, die Korrekturen der Höhenrichtung 
proportional zur Distanz durchzuführen. Die Behauptung: „Sobald 
die Korrektur der Tagesrelation am automatischen Aufsatz nach den 
ersten Schüssen bewirkt ist, trägt das Geschütz alle Bedingungen 
der Treffähigkeit in sich und besitzt eine Präzision, welche nur 
durch die Streuung des Geschützes und durch den Visurfehler des 
Richtenden beeinflußt wird" ist unrichtig, denn der gesetzmäßige 
Einfluß der Tagesrelation auf die Höhenrichtung im ganzen Schuß- 
bereiche ist völlig unbekannt. Die Forderung, daß die auf einer 
Distanz am automatischen Aufsatze ausgeführte Korrektur der Höhen- 
richtung auch auf allen anderen Distanzen beim Verfolgen des Zieles 
die zutreffenden Korrekturen automatisch bewirkt, ist, wie schon 
gesagt wurde, unmöglich zu erfüllen, infolgedessen muß die Präzision 
des Schießens verschlechtert werden. 

Dieselben Erwägungen können bezüglich der Korrektur der 
Seitenrichtung auf automatischem Wege gemacht werden. 

28. Wahrseheinliehkeit für das Treffen eines in Ruhe befind- 
lichen Zieles (Kriegsschiffes), wenn die Entfernung desselben 
mit einem Distanzmesser gemessen wurde. 

Die Wahrscheinlichkeit, den in der Entfernung x befindlichen 
unendlich schmalen Zielstreifen mit einem Schusse zu treffen, oder 
die Wahrscheinlichkeit, daß der Treffpunkt ins Intervall (x^x-\-dx) 
fällt, ist ausgedrückt durch 

-—e-^^'^dx. 

Darin bedeutet h das Maß der Präzision, welche in bekannter Weise 
durch die wahrscheinliche Abweichung (oder durch die 50-prozen- 
tige Streuung) ausgedrückt wird. Wenn r diese Abweichung und 

9 den zugehörigen Zahlenfaktor 0*4769 bedeuten, ist n = ~' 
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Das Ziel, in welchem der einfallende Schuß als Treffer ange- 
sehen werden kann, ist im allgemeinen eine horizontale oder verti- 
kale Fläche (oder wie bei Schiffen aus beiden Flächen zusammen- 
gesetzt) von einer bestimmten Ausdehnung. Sei die in der Schuß- 
richtung gemessene Zieldimension 2 Z, so ist die Wahrscheinlichkeit, 
dieses Ziel zu treffen. 



rY«J 



r» dx, 





sobald beabsichtigt ist, das Ziel in der Längenmitte zu treffen. 

Die hierin enthaltene wahrscheinliche Abweichung r entspricht 
der Präzision des Geschützes an sich, wobei vorauszusetzen ist, daß 
X die wirkliche, genaue Zieldistanz ist. 

Im vorliegenden Falle ist jedoch x niemals ganz genau be- 
kannt, sondern noch mit einem Fehler behaftet, welcher von dem 
Instrumente herrührt, mit welchem die Entfernung gemessen wurde. 
Es ist also einleuchtend, daß die Wahrscheinlichkeit, das Ziel zu 
treffen, geringer sein wird, wenn die Distanz x nicht genau bekannt 
ist; sie liegt selbst schon innerhalb gewisser Wahrscheinlichkeits- 
grenzen, deren Ausdehnung von der Streuung der Distanzmessung 
abhängt 

Diese Streuung kann im gegebenen Falle am einfachsten be- 
rücksichtigt werden, indem die Streuung des Distanzmessers mit der 
Streuung des Geschützes zu einer aus beiden sich ergebenden wahr- 
scheinlichen Abweichung verbunden wird, welche mit B bezeichnet 
werden soll. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, das Ziel zu treffen, 
gegeben durch 










Wenn die wahrscheinliche Abweichung, welche dem Distanz- 
messer allein eigen ist, mit Va bezeichnet wird, so handelt es sich 
darum, den resultierenden Einfluß der beiden störenden Ursachen 
— Geschütz und Distanzmesser — auf die einzelnen Ursachen selbst 
zurückzuführen. 

Diesbezüglich folgt nach dem Gesetze von Didion, daß i?2=r2-|-^rf » 
daher jB = j^r^ -j- ^c? ist; hiemit folgt 



c -- 
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Um diese Formel auf Grund der zu Gebote stehenden Daten 
verwerten zu können, muß sie noch so transformiert werden, daß 
statt der wahrscheinlichen Abweichungen die 50-prozentigen Streuungen 
vorkommen. Nachdem nun 

«60 = 2^1 <^5o = 2rrf und Sqo = 2R 

ist, und da man es bei den Distanzmessungen nur mit Längen- 
streuungen zu tun hat, so darf man auch beim Geschütz nur Längen- 
streuungen in Rechnung stellen, so daß 8^q=1^o und S^q = L^q=: 
= 2yr*+^S zu setzen ist; damit erhält man 



4 p ./^_1^^ 

-^50 y ^ j 



^=.-7= ie-^dt 





Zur Vereinfachung wird gesetzt: 

—ra— = t^; es wird dann dx = — d t: 

statt der früheren Integrationsgrenzen und l ergeben sich die 
Integrationsgrenzen und -^; dann ist 

2 r ^ 



Wird endlich noch die Zieldimension 2 ü = z und der Quotient 

z 
Y- =K gesetzt, so gibt schließlich die Formel 

YnJ 



jene Werte an, welche in den Schießtafeln als Funktion von k in der 
Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren enthalten sind. 

Diese Tabelle ist, wie bekannt, ganz unabhängig von der 
Streuung; sie gibt für einen bestimmten Wert von k die Anzahl der 
zu erwartenden Treffer in Prozenten, oder für eine bestimmte An- 

zahl von Treffern den Wert k =- -j^ an, woraus dann wieder die 

Zieldimension oder die 50-prozentige Streuung bestimmt werden kann. 
Am wichtigsten ist also die Kenntnis der Größe k und hiezu 
ist bei gegebener Zieldimension die Kenntnis der Streuungsgröße 
iso nötig. 
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Letztere Größe bedeutet im betrachteten Falle die aus der 
Geschütz- und Distanzmesserstreuung resultierende Streuung und 
muß im Yersuchswege bestimmt werden. 

Die Streuung der Geschütze ist in den Schießtafeln enthalten; 
die Streuung des Distanzmessers kann bei gegebener Höhe des 
Distanzmessers über dem Meeresspiegel gerechnet werden. Bezeichnet 

man letztere mit A50 und setzt y^- = x, so wird 



Alle vorher gemachten Erwägungen haben hauptsächlich nur 
für den ersten Schuß ihre volle Geltung; für die folgenden, mit 
gleichen Elementen abgegebenen Schüsse ist die Gruppierung (das 
Trefferbild) von der Präzision des Geschützes allein abhängig und 
der Unterschied zwischen der gemessenen und der wahrschein- 
lichsten Zieldistanz ergibt sich als die Abweichung des mittleren 
Treffpunktes von dem beabsichtigten Treffpunkte. 

Die wahrscheinlichste Größe der Zielentfernung soll man aber 
bereits nach dem ersten Schusse kennen. Man bestimmt daher die 
Entfernung des Aufschlages des ersten Schusses entweder abermals 
durch Messung mit dem Distanzmesser oder durch Schätzung der 
Abweichung des Aufschlages vom Ziele, wenn dafür genügende 
Anhaltspunkte gegeben sind. 

Bei dieser Messung (oder Schätzung) macht sich aber wieder 
der dem Instrumente (Auge) anhaftende Fehler geltend; infolge- 
dessen gipfelt die jetzt zu lösende Aufgabe in der Beantwortung 
der Frage: 

Welches ist die wahrscheinlichste Zielentfernung x, 
wenn beim Schusse mit einer der gemessenen Entfernung 
a entsprechenden Höhenrichtung, z. B. ein Kurzschuß er- 
halten wird, dessen gemessene Abweichung vom beabsich- 
tigten Treffpunkte das Maß l beträgt? 

Die Lösung dieser Autgabe erfolgt an anderer Stelle, da hiezu 
einige theoretische Untersuchungen nötig sind, welche hier noch 
nicht durchgeführt werden können. 

Benützte Quellen. 

Die Theorie der Wahrscheinlichkeit und ihre Anwendung im 
Gebiete des Schießwesens. Gemeinfaßlich behandelt von Nikolaus 
Wuich, Hauptmann im Artilleriestabe. Wien 1877. 



— 335 — 

Lehrbuch der äußeren Ballistik, verfaßt von Nikolaus Wuich, 
Hauptmann des Artilleriestabes. Wien 1882. 

15 gemeinverständliche Vorträge über die Wirkungsfähigkeit 
der Geschütze von Nikolaus R. v. Wuich, k. u. k. Oberstleutnant. 
Wien 1891. 

Methode der kleinsten Quadrate und deren Anwendung auf das 
Schießen von N. Mayevski (russisch). St. Petersburg 1881. 

Lehrbuch der Physik von Chwolson, aus dem Russischen 
übersetzt von Pflaum. 1. Band. Braunschweig 1902. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, ihre Anwendung auf das 
Schießen und auf die Theorie des Einschießens von N. Sabudski, 
kais. russischer Generalmajor; aus dem Russischen übersetzt von 
Ritter von Eberhard, Leutnant im Bergischen Feldartillerie- 
Regiment Nr. 59. Stuttgart 1906. 

Mitteilungen über Gegenstände des Artillerie- und 
Geniewesens, und zwar: 

XXVIII. Jahrgang. 1897. Indra, Das Schießen aus Küsten- und 
Schiffsgeschützen; Ludwig, Über automatisches Richten der Küsten- 
geschütze. 

XXXn. Jahrgang. 1901. Ludwig, Schießen aus Küstengeschützen. 

XXXIV. Jahrgang. 1903. Koss, Ergebnisse von Kimmtiefen- 
beobachtungen, angewendet auf das Distanzmessen. 

XXXVI. Jahrgang. 1905. Gemeiner, Das Richten mit Zielfern- 
rohr im Vergleiche zu jenem mit Visier und Korn. — Gemeiner, 
Visiervorrichtung (Kollimateur) von Grubb. 



VII. Abschnitt. 



Empirische Fehlergesetze. 

1. Allgemeine Bemerkung. 

Für die Lösung von Aufgaben auf dem Gebiete der Schieß- 
theorie ist das bisher in Betracht gezogene, aus theoretischen Er- 
wägungen gefolgerte OauSsche Fehlergesetz in manchen Fällen 
unbequem, weil es häufig auf unlösbare Integrale führt. Es liegt 
sonach die Idee nahe, das theoretische Fehlergesetz durch einfacher 
konstruierte, sogenannte empirische Fehlergesetze zu ersetzen, 
welche sich jedoch möglichst an das erstere anschmiegen müssen. 

Bei der Bestimmung der Oaußschen Fehlerwahrschein- 
lichkeitsfunktion wird die Annahme gemacht, daß die Fehler- 
grenzen die denkbar weitesten seien, nämlich — oo und -f oo. Die 
Praxis steht dieser Annahme entgegen; es wurden deshalb auch solche 
FehlerwahrscheinUchkeitsfunktionen näher untersucht, welche graphisch 
dargestellt, nicht asymptotisch verlaufen, sondern die Achse der 
Fehler in endlicher Entfernung berühren oder sie schneiden. 

In den nachfolgenden Untersuchungen werden zunächst einige 
praktisch brauchbare empirische Fehlergesetze eingehender behandelt, 
sodann noch drei empirische Fehlergesetze nur des historischen 
Interesses erwähnt. 

Bei der Bearbeitung der empirischen Gesetze wurde vornehm- 
lich das Werk von Wuich „Die Theorie der Wahrscheinlich- 
keit und ihre Anwendung im Gebiete des Schießwesens"", 
Wien 1877, benützt; überdies wurden aber noch folgende Werke 
zu Rate gezogen: „Handbuch der Vermessungskunde" von 
Jordan, 1. Band der 3. und 4. Auflage, Stuttgart 1888 beziehungs- 
weise 1895, „Die Theorie der Beobachtungsfehler* von E. 
Czuber, Leipzig 1891, endlich „Die Entwicklung der Wahr- 
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scheinlichkeitstheorie und ihre Anwendungen" gleichfalls 
von E. Czuber, Leipzig 1899. 

In mehrfacher Richtung dürfte die in den zwei Punkten 12 und 
13 dieses Abschnittes bearbeitete Materie von Interesse sein. Die 
Lösungen der in diesem Teile behandelten Aufgaben basieren auf dem 
Probleme von Moivre, daher dasselbe als Punkt 11 aufgenommen 
werden mußte. Bei der Bearbeitung dieses Teiles wurde das zuerst 
angeführte Werk von Czuber benützt, ferner noch die „Wahrschein- 
lichkeits- und Ausgleichungsrechnung" von Norbert Herz, Leipzig 
1900 und die in den „Mitteilungen über Gegenstände des Artillerie- 
und Geniewesens ", Wien 1901 und 1902 vom k. u. k. Oberstleutnant 
Benedikt Schöffler erschienenen Aufsätze über das „Gesetz der 
zufälligen Abweichungen". Diesen Aufsätzen, welche auch dier 
Aufstellung von empirischen Gesetzen auf Grund von Elementar- 
ursachen behandeln, sind mehrfache Tabellen entnommen. Schöffler 
löste die hier behandelten Aufgaben in anderer Art, nämlich ohne 
Zuziehung des Problems von Moivre. 

2. Das Fehlergesetz von Simpson. 

a) Aufstellung der Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktion. 

Die erste Idee eines Fehlergesetzes findet sich 1756 bei Simpson 
vor. Mit diesem Namen und Zeitpunkte beginnt auch die Anwendung 
der Wahrscheinlichkeitstheorie auf die Untersuchung der Beob- 
achtungsfehler. Simpson stellt das Gesetz der Fehlerwahr- 
scheinlichkeit geometrisch durch die Schenkel eines gleich- 
schenkligen Dreieckes dar und trägt damit den beiden von ihm 
zum ersten Male ausgesprochenen Thesen: 1. daß positive und nega- 
tive Fehler gleich wahrscheinlich seien und 2. daß es gewisse Grenzen 
gebe, innerhalb welcher alle Fehler eingeschlossen sind, in einfachster 
Weise Rechnung. 

Die zwei Geraden, in welchen die Schenkel des erwähnten Drei- 
eckes liegen, können durch die Gleichung 

1) 2/ = + f^ + /3 

dargestellt werden, worin a und ß die Abschnitte auf den Achsen 
der X und y bedeuten (Fig. 28). Hiezu ist zu bemerken, daß das 
obere (untere) Vorzeichen für positive (negative) Fehler x gilt. Mit 
Hufe der Fourierschen Reihen könnte wohl die Gleichung der 
gebrochenen Strecke R'QR aufgestellt werden, wodurch man die 

K z 6 k, Augleicbung von Beobachtunsen. II. 22 
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Gleichung des Fehlergesetzes erhielte, doch soll hier hievon Abstand 
genommen und die Untersuchung mit Hilfe der Gleichung 1) geführt 
werden. 

b) Bestimmung des Paramcfters ß durch a. 

Der Parameter ß kann durch jenen a ersetzt werden, der die 
größte zufällige Abweichung darstellt. Da nämlich zwischen 
— a und 4~ ^ ^^^® Fehler enthalten sind, muß die zwischen der 
Fehlerwahrscheinlichkeitskurve und der Abszissenachse gelegene 
Fläche gleich l, also aß==^l sein; hieraus ergibt sich 



2) 



womit die Gleichung 1) in 



"=:- 



3) 
übergeht. 



y = -— -> \x\<:a 



a' 



Fig. 28. 




%•.'% 



c) Wahrscheinlichkeit, daß der bei einer Beobachtung be- 
gangene Fehler, absolut genommen, kleiner ist als eine ge- 
gebene Größe a. 

Für die Wahrscheinlichkeit, daß die bei einem Schusse erhaltene 
zufällige Abweichung kleiner als a ist, oder die Wahrscheinlichkeit 
mit einem Schusse den symmetrischen Zielstreifen von der Breite 2 a 
zu treffen, erhält man: 

2 



*> ^=^/"-^^''-.^<«-lT-K-°)=^F(i> 







der Wahrscheinlichkeitswert P erscheint als Funktion des Verhält- 
nisses der Fehlergröße a zum Maximalfehler a. 
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d) Bestimmung des 50-prozentigen oder wahrscheinlichen 

Fehlers a^. 

In ähnlicher Weise, wie bei Anwendung des theoretischen Fehler- 
gesetzes das Maß der Präzision h zweckmäßiger Weise durch andere 
Präzisionswerte vertreten wurde, kann man auch hier a durch irgend 
eine, allgemein durch die p-prozentige Fehlergrenze a^ oder durch 
einen Durchschnittsfehler ersetzen. Hier sollen die Beziehungen zwischen 
a und den Präzisionswerten ago, d und ii aufgesucht und ferner auch 
untersucht werden, inwieweit die mit den empirischen Fehlergesetzen 
erhaltenen Resultate sich jenen anschmiegen, die dem theoretischen 
Fehlergesetze entsprechen/) (Siehe Punkt 5 dieses Abschnittes.) 

Wird in die Formel 4) P=oop gesetzt, so ergibt sich die Be- 
ziehung zwischen der |)-prozentigen und der größten Abweichung; 

für die Annahme P=^ geht a in ^o über und es folgt: 

l=2^-{^)' oder (^)*_2^ + v = 0. 
Durch Auflosung dieser quadratischen Gleichung ergibt sich 

»50 



?='±r^ 



da a5o<:a sein muß, so hat nur das untere Vorzeichen einen Sinn 
und es ist 

5) ^=1 — 1^1=1 — 0-7071 = 0-2929, a^o = 0'2929 a 

cc r ^ 

beziehungsweise 

— = 3-4142, « = 3-4142 ajo. 

Die Gleichung 4) kann man auch in folgender Form schreiben: 

p=^.^f2 ^ »5oy 

Fuhrt man hierin für -^ den in 5) gefundenen Wert ein und 

a " 

setzt — = Ä = relative Zieldimension, so resultiert 

»60 

6) P= 0-2929 fe (2 — 0-2929 k). 



*) Siehe zum Vergleiche die Punkte 1, 3 und 6 des III. Abschnittes im 
I. Bande, ferner die Punkte 8, 4 nd 6 des VI. Abschnittes im II. Bande. 

22* 
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e) Bestimmung des Durchschnittsfehlers &. 
Der Durchschnittsfehler ^ ist gegeben durch: 

o. o r « — ^ 7 2 f x^ x^^ 1 

J a« a^^ 2 3{, 3 ' 



f) Bestimmung des mittleren Fehlers ^. 
Für das Quadrat des mittleren Fehlers ft hat man 

8 o r^ ^ — ^^ 2 f x^ xY 1 o 

li^ = 2 \ x^' rfa?= -{a— -V = -a2. 

^ J «2 a«^ 3 4{, ü 







8) /i = ^ = 0-40825 a, « = 2*4495 /[i. 

3. Ein aus dem Gaußschen Fehlergesetz abgeleitetes 

empirisches Fehlergesetz. 

a) Aufstellung der Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktion. 

Ein anderes empirisches Fehlergesetz ergibt sich aus i/ = ce-^'*% 
wenn die beiden ersten Glieder der Reihenentwicklung von r-*"^ 
beibehalten werden; man erhält hienach 

!j = c{l—h^x); 

wird hierin noch h^= -- gesetzt, so folgt 

«2 



(x^\ 



Bei diesem Gesetze, welches geometrisch durch eine Parabel 
repräsentiert wird, entspricht dem maximalen Beobachtungsfehler 
der endliche Wert «, denn y wird Null für x = a. Die Parabelachse 
fällt mit der ^-Achse zusammen. 

b) Bestimmung des Parameters c durch a. 

Da zwischen — a und -j- a alle Fehler enthalten sind, muß die 
zwischen der Fehlerwahrscheinlichkeitskurve und der Abszissenachse 
gelegene Fläche gleich 1 sein, also 

4 



'/^0-a«V^=^^"/(^-EÖ^-'"=^ "^^^ 



^«c=l, 







j 
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daraus 

2) 



4a 



Wird dieser Wert für c in die Gleichung 1) eingeführt, so er- 
hält das Fehlergesetz die Form 

cj Wahrscheinlichkeit, daß der bei einer Beobachtung be- 
gangene Fehler, absolut genommen, kleiner ist als eine 

gegebene Größe a. 

Zur Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeit dient die Gleichung 

' ^V ^ «^ 2aV 3aV 2\a 3 V«/ I 



Die Größe P erscheint in 4) ebenso wie beim Simpson sehen 
Fehlergesetz als Funktion des Verhältnisses der gegebenen Fehler- 
größe a zur oberen Fehlergrenze a. 

d) Bestimmung des öO-prozentigen oder wahrscheinlichen 

Fehlers 050. 

Zur Bestimmung der 5 0-prozentigen Fehlergrenze a^o, d. h. des 

wahrscheinlichen Fehlers, setze man in 4) P=-> womit zur Bestim- 

2 

mung von a^o die Gleichung 

1 |pLo_.l(^y} oder m-3^'^ + l = 

2 21« 3\a/i \ a y a' 

resultiert, aus welcher als einzig zulässiger Wert 

-*® = 0-34730, Ogo = 0-34730 a 
a 

folgt, indem die absoluten Werte der beiden anderen Wurzeln größer 
als 1 sind. Hiemit findet man 

^ =2-87944, a = 2-87944 aso- 



»60 



Die Gleichung 4) kann man auch in der Form 

2 '«50 OL 3 ^Ofto a ^ f 
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schreiben. Führt man hierin für — den in 6) gefundenen Wert ein 
und setzt — = fe = relative Zieldimension, so ergibt sich 

^50 



6) 



P= - (0-34780 Ä — i • 0-84730» A»). 



e) Bestimmung des Durchsohnittsfehlers d. 
Zur Bestimmung des Durchschnittsfehlers ^ dient die Gleichung 



es ist also 

7) 



3 /•«/, ««\ - 8 



^3 8 ^ 

8 ' 3 



f) Bestimmung des mittleren Fehlers fi. 
Das Quadrat des mittleren Fehlers ft ist bestimmt durch 

^ 2a J \ «V 6 



8) 



a 



fi = -^ = 0*4472 «, a = 2*236 1 /i. 



4. Beurteilung der Brauchbarkelt des Simpsonschen und des 

parabolischen Fehlergesetzes. 

Für die obere Fehlergrenze, den Maximalfehler a, wurde ge- 
funden unter Zugrundelegung des 



Simpsonschen Gesetzes 
« = 34142 aso, 

a = 3d, 

« = 2*4495^, 



parabolischen Gesetzes 

«= 2-87944 ago, 
8 ^ 

« = 2-2361^. 



Diese Beziehungen zwischen der oberen Fehlergrenze a und 
den Präzisionswerten a^o, namentlich aber d- und (i weichen» wie 
«rsichtlich, nicht sehr erheblich von jenen ab, die unter Zugrunde- 
legung des Gaußschen Fehlergesetzes gefunden wurden (siehe Seite 64 
des ersten Bandes). Klarer wird jedoch die Brauchbarkeit der beiden 
empirischen Fehlergesetze und ihre Anlehnung an das Gaußsche 
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Fehldrgesetz demonstriert, wenn man das Verhältnis a^Q-.d'igi nach 
den empirisehen Gesetzen rechnet und mit dem ans dem 6a uß- 
schen Gesetze hervorgehenden Verhältnisse vergleicht. 
Es ist nach Simpsons Gesetz 

ago : # : ft = 1 : 1'138 : 1*393 ; 
nach dem parabolischen Gesetze 

«60 : -9- : ft = 1 : 1-071 : 1*288 ; 
dem Gaußschen Gesetze zufolge soll aber sein 

CI50 : d- : /* = 1 : 1183 : 1-263. 

u 
Man kann auch Tabellen aufstellen, die für die Argumente — > 

a a %o 

- und - die Funktionswerte P geben. Lehnen sich diese Tabellen 

mit einer für die Praxis hinreichenden Genauigkeit an die bezüg- 
lichen drei Tabellen, welche sich auf das Gaußsche Fehlergesetz 
basieren, so kann man dann die empirischen Fehlergesetze als prak- 
tisch brauchbar erklären. 

5. Wahrseheinlichkeit, daß der bei einer Beobachtung began- 
gene Fehler, absolut genommen, kleiner ist als eine gegebene 
Größe a, ausgedrückt als Funktion von -^• 

Führt man in die gefundenen Gleichungen 

die Werte für a, nämlich a = Sd' beziehungsweise « = — d* ein, so 
resultiert 

^=ll-lO' beziehungsweise P=^^-^Q* 

d. h. P als Funktion des Verhältnisses - • In ähnlicher Weise kann 

a a^ 
P als Funktion der Verhältnisse — > - u.s. w. gefunden werden. 

Um die Brauchbarkeit der empirischen Fehlergesetze darzutun, 
wurde die nachfolgende Tabelle zusammengestellt, welche für um 0*1 

wachsende Argumentenwerte - die Funktionswerte P sowohl für das 

Gaußsche Fehlergesetz als auch für die beiden empirischen Fehler- 
gesetze enthält. 



344 



a 



Ol 
0-2 
0-3 
0-4 
0-5 

0-6 

0-7 I 
0-8 I 
0-9 
10 

11 
1-2 
1-3 
1-4 
1-5 

1-6 
1-7 
1-8 
1-9 
2-0 

2-1 
2-2 
2-3 
2-4 
2-5 

2-6 
2-7 
2-8 
2-9 
30 



M 

^ 2 



0-063 59 
0126 78 
0-189 17 
0-260 38 
0-310 06 

0*367 86 
0-423 60 
0-476 72 
0627 29 
0-575 06 

0-619 88 
0-66146 
0-700 37 
0*7 3 6 02 
0-768 62 

0-798 25 
0-825 02 
0-849 04 
0^870 47 
0-889 45 

0-906 17 
0-920 79 
0-933 61 
0-944 49 
0-953 95 

0-961 96 
0-968 78 
0-974 43 
0-979 32 
0-983 31 






«leb 



CO 



n 






«!*► 



9 

N V 









9 



n 

9 



I 

CM leo 



I 



0-065 56 
0-128 89 
0-190 00 
0-248 89 
0-306 66 

0-360 00 
0-412 23 
0-462 23 
0-510 00 
0-555 56 

0*598 89 
0-640 01 
0-678 90 
0-715 66 
0-750 01 

0-782 23 
0-812 23 
0-840 01 
0-865 67 
0*888 90 

0-910 01 
0-928 90 
0-946 67 
0-960 01 
0-972 24 

0-982 24 
0-990 02 
0*996 57 
0-998 91 
1-000 00 



0-056 22 
0-112 29 
0-168 04 
0-223 31 
0-277 96 

0-33180 
0-384 71 
0-436 60 
0-487 03 
0-536 13 

0-583 65 
0-629 43 
0-673 32 
0-716 14 
0*754 75 

0-791 99 
0*826 69 
0-868 71 
0-887 88 
0-914 04 

0-937 04 
0-966 71 
0*972 91 
0-985 46 
0-994 22 

0-999 02 
0-999 71 



— 0*00197 

— 0*00211 

— 0-000 83 
0-001 49 
0-004 50 

0*007 86 
001127 
0-014 49 
0-017 29 
0-019 50 

0-020 99 
0-021 45 
0-021 47 
0-020 46 
0-018 61 

0-016 00 
0-012 79 
0-009 03 
0-004 90 
0-000 55 

— 0*003 84 

— 0-00811 

— 0012 06 

— 0-015 52 

— 0018 29 

— 0020 28 

— 0-021 24 

— 0021 14 

— 0-019 59 

— 0-016 69 




0-007 3T 
0-014 49 
0-02113 
0-027 07 
0-032 11 

0036 06 
0038 79 
0-040 22 
0040 26 
0-038 93 

0-036 23 
0-032 03 
0-02T 05 
0-020 88 
0-013 Ö7 

0006 26 
0001 67 
0009 67 
0-Oir 41 
0024 ö9 



0030 
0-035 
0039 
0-040 
0-04O 



0-03T OS 
0-03O 9^ 



40 
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Diese Tabelle zeigt, daß sich insbesondere die dem Fehlergesetze 
von Simpson entsprechenden Wahrscheinlichkeitswerte P mit einer 
für die Praxis hinreichenden Genauigkeit an jene anschließen, welche 
dem theoretischen Fehlergesetze entsprechen, woraus man die Be- 
rechtigung ableitet, von den beiden empirischen Fehlergesetzen 
namentlich dann Grebrauch zu machen, wenn die Anwendung des 
Gaußschen Fehlergesetzes oder des Exponentialgesetzes zu keiner 
endlichen Lösung führt. 

6. Fehlerwahrseheinliehkeltskurven mit Berührungsansehluß. 

Nachstehend sollen Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktionen ermittelt 
werden, welche, graphisch dargestellt, zunächst im Scheitel ähnlich 
wie die Parabel ansetzen, dann aber links und rechts in (endlichen) 
Abstanden a des Maximalfehlers symmetrisch die Fehlerachse nach 
irgend einer Ordnung berühren. Der Kürze wegen sollen mit Jordan 
solche Fehlerwahrscheinlichkeitskurven als Fehlerwahrscheinlich- 
keitskurven mit Berührungsanschluß bezeichnet werden. 

Zu diesem Zwecke setze man 

1) (p {x) = a^ -\' a^x'^ -\- a^x^ -\- = y- 

Weil (p( — x)=^^{x) sein muß, ist naturgemäß q){x) eine gerade 
Funktion von x. Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler im Inter- 
vall (a?, x-{-dx) liegt, ist bekanntlich durch fp{x)dx ausgedrückt 
und die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler im Intervall (— «, «) 
gelegen sei, wobei a wieder den Maximalfehler bedeutet, führt zur 
Bedingung 



(p{x)dx = 2 l (p(x)d 



Die durch 1) dargestellte Kurve soll nicht, wie die Gaußsche 
Fehlerfunktion zur Fehlerachse asymptotisch verlaufen, sondern sie 
soll diese Achse in den Punkten mit den Abszissen — cc und « be- 
rühren. 

7. Fehlerwahrseheinliehkeitskurve, welche die Fehleraehse 

nach der ersten Ordnung berührt. 

a) Bestimmung der Parameter ao, »,,»4 und Aufstellung der 

Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktion. 

Zur Bestimmung der Parameter ao, og, a4, der Funktion 

(p{x) sind folgende Bedingungen vorhanden: 
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Erstens: Für x = a mufi y=sO sein; dies gibt 

1) Oo -|- o, «• + ^4 Ä* + == ^• 

Zweitens: Soll die Fehlerwahrscheinlichkeitskurve die Fehler- 
aobse nach der 1. Ordnung berühren, so muß der erste Differential- 
quotient -T-" für x = a verschwinden; dies gibt, weil 

dv 
^ = 2 o, a; + 4 a4 x» -f 



dx 

ist, 

2) o, « + 2 a4 a» + = 0. 

Drittens: Zufolge 2) und 1) des Punktes 6 dieses Abschnittes 
muß 

/" f x^ x^ \ 

ydx = 2{aQX + a^j+a^-'\- } = 1 



Ü 



oder 

/« 2 2 



3 ' '5 





sein. Mittels der drei Bedingungsgleichungen 1), 2) und 3) kann man 
nur drei Parameter bestimmen. Aus diesem Grunde nehme man für 
die Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktion die Form 

y = ao + o, x2 + 04 «* 

an und hat dann zur Bestimmung der Parameter a^^ o^, «4 die drei 
Gleichungen 

' ao + o« «* + «4 «* = 0, 

flj « -|- 2 a4 a* = 0, 

2 2 

2öo « + 3 «1 «' + 5 0^4 a* = 1; 

aus denselben findet man 

16 1 16 1 15 1 

' ® 16 a ^ 8 «8 * 16 «6 

Hiemit ergibt sich für die Fehlerwahrscheinlichkeitskurve die 

Gleichung 

_16 1 15aj2 15 aj* 

^""l6ä~'8"ä5'T6ir^ 

oder 

f \x\ < a. 



'■) »-n.M-K:)+©'!-n«M-©T 



l 
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bj Wahrscheinlichkeit, daß der bei einer Beobachtung be- 
gangene Fehler, absolut genommen, kleiner ist als eine ge- 
gebene Größe a. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler zwischen den Grenzen 

— a und a liegt, ist gegeben durch 



Der Wahrscheinlichkeitswert P erscheint als Funktion des Ver- 
hältnisses der Fehlergröße a zum Maximalfehler a. 

c) Bestimmung des öo-prozentigen oder wahrscheinlichen 

Fehlers a^. 

Der wahrscheinliche Fehler a^o wird erhalten aus der Gleichung 

(pix)dx = j 



oder 

MT6 V vi ~ 8 VT>' + 16 ItJ 1 == 2 ' 

Die Auflösung dieser Gleichung gibt als zulässigen Wert 

— = 0-281 08 ; es ist also 
a 

7) »50 = 0*281 08 a, a = 3-557 7a5o. 

dj Bestimmung des Durchschnittsfehlers d*. 
Der Durchschnittsfehler d' ist gegeben durch 



^= j \x\ydx=2 I xydx; 



■tt 

setzt man hierin für y den Wert aus 5) ein, so folgt 



^ ^ /16 15 , 16\ 5 
^ = 'n32-32 + 96) = i6«' 



daher 



8) ^= ~a =0-3125 a, a = --d'=S'2». 

e) Bestimmung des mittleren Fehlers [i. 
Für das Quadrat des mittleren Fehlers hat man 
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hieraus folgt 

9) fi = 0-377 96 a. a = 2-645 75 /x. 

fj Bestimmung der Wendepunkte der Pehlerwahrscheinlich- 

keitskurve. 

d* y 

Bildet man -^ aus Gleichung 5) und setzt diesen Differential- 
quotienten gleich Null, so befinden sich die Abszissen der Wendepunkte, 
falls solche vorhanden sind, unter den Wurzeln der Gleichung -^ ^ = 0. 

X 

Setzt man — = 6, so folgt mit Hinweglassung des Faktors vor der 
geschwungenen Klammer 

also 3|*=1, woraus 1 = 4-0*577 35. Man überzeugt sich leicht, daß 
die Fehlerwahrscheinlichkeitskurve zwei Wendepunkte besitzt Es ist 
sonach Wendepunktsabszisse x = + 0*577 35 a, oder weil « = 26458 fi 
ist, Wendepunktsabszisse x = + 1*5276 fi. Führt man die gefundenen 
.Abszissenwerte in die Kurvengleichung ein, so ergeben sich die Wende- 
punktsordinaten. 

Nach diesem empirischen Gesetze weicht das Verhältnis 
a5o:'9":/Lt=l:l*ll:l-34 von seinem theoretischen Werte ungefähr 
ebenso sehr ab, wie das Verhältnis a^o'.^ifi nach dem Simpson- 
sehen Gesetze; letzteres ist aber viel einfacher als das in diesem 
Punkte betrachtete Fehlergesetz. 

8. Fehlepwahrscheinlichkeitskurve, welche die Fehleraehse 

nach der zweiten Ordnung berührt. 

a) Bestimmung der Parameter Oq, o,, a^, a^ und Aufstellung 

der Fehler Wahrscheinlichkeitsfunktion. 

Soll die durch y = (p{x) dargestellte Kurve die Fehlerachse in 
den Punkten mit den Abszissen — a und a nach der zweiten Ordnung 
berühren, so erhält man, wie gleich gezeigt werden soll, vier Be- 
dingungsgleichungen; man kann alsdann vier Parameter bestimmen. 
Aus diesem Grunde hat die Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktion die Form 

1) 7/ = a^ 4- aa x* 4- a, x* -f a^ x«. 
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Die zu erfüllenden Bedingungsgleichungen sind für diesen Fall: 
Erstens: Für ic = a muß y = sein; dies gibt 

^0 + ^ ^^ "h 0^4 a* + ^6 «^ = ^^• 

Zweitens : Zufolge 2) des Punktes 6 dieses Abschnittes und der 
Gleichung 1) muß 

/* X'^ X^ X^ °' 

2/ d X- = 2 {ao a; + aj, y + «4 - + tf e Y } = 1 



oder 



/<* 2 2 2 

y ci cc = 2 ao a + - a« «8 + - «4 a'^ + - ag «7 = 1 



stattfinden. 

Soll die Fehlerwahrscheinlichkeitskurve die Fehlerachse nach 

d u db^ ij 

der 2. Ordnung berühren, so muß sowohl j^ als auch j-^fürcc=a 

dx dx* 

verschwinden. Man hat also 

d ij 
drittens: J=^ für x = «, d.h. a^a-\- Za^a^ + ba^a^ = 0; 

CL X 

viertens : -^-^ = für a: = a, d. h. «^ -)- 6 «4 a* + 15 Uq a* = 0. 

t* X 

Zur Bestimmung der vier Parameter oq, a«, 04, und a« hat man 
sonach das Gleichungssystem 



2) 



Oq -\- «2 «* + öf.4 a* 4" ^'6 «^ = 0, 
2 2 2 

t 

n^ a 4" 2 a4 a' -|~ 3 ag «^ = 0, 
flg -^ 6 04 «2 ^ 15 a^ «4 ^ 0; 



aus denselben findet man 

„, 35 1 3 3 1 

Hiemit ergibt sich für die Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktion 

sie wurde zuerst von Helmert in der „Zeitschrift für Vermessungs- 
wesen 1878" behandelt. 



— 360 — 

b) Wahrscheinlichkeit, daß der bei einer Beobachtung be- 
gangene Fehler, absolut genommen, kleiner ist als eine ge- 
gebene Größe a. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler zwischen den Grenzen 
— a und a liegt, ist gegeben durch 

.» P=.j;.. = i|jf_(2)V^©'-|e'}; 



der Wahrscheinlichkeitswert P erscheint wieder als Funktion von — 

a 

c) Bestimmung des öO-prozentigen oder wahrscheinlichen 

Fehlers 059. 

Der wahrscheinliche Fehler a^ folgt aus der Gleichung 

Die Auflösung dieser Gleichung gibt als zulässigen Wert--^ = 02493; 

d 

es ist also 

6) ajo = 0-2423 «, « = 41271 a^^, 

d) Bestimmung des Durchschnittsfehlers ^. 
Der Durchschnittsfehler 0* ist gegeben durch 



^= i \x\ydx=^2 j xydx=^ 



--« 



=T^./('-'©+'e-©v-'- 







85/1 3.1 In 35 1 35 

I6V2 4^2 8/ 16 8 128 ' 



es ist sonach 



35 
7) a' = -—- « = 0-273 44«, « = 3-6571^. 

12o 



e) Bestimmung des mittleren Fehlers fi. 
Für das Quadrat des mittleren Fehlers hat man 

9 



8 o r*« J 35 /l 3 , 3 In , «s 

J ^ 16aV3 5~7 9/ 9 



= — 6g + 12g8— 6g5, 

= — 6 +36S*--306* = oder 5|*— 6 g»-^ 1 = 0. 
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hieraus folgt 

8) ^ = -, a = 3^. 

f) Bestimmung der Wendepunkte der Fehlerwahrschein- 
lichkeitskurve. 

Um die Abszissen der Wendepunkte zu erhalten, hat man den 
zweiten Differentialquotienten -r-^ gleich Null zu setzen. Sind Wende- 
punkte vorhanden, so befinden sich ihre Abszissen unter den Wurzeln 
der Gleichung -~~^ = 0. Führt man vorübergehend die Veränderliche 5 
mittels der Beziehung — = S ein, so hat man mit Hinweglassung des 
Faktors vor der geschwungenen Klammer 

di 
d^y 

d^ 
Diese Gleichung gibt 

i^ = -=-^ = -y-, l« = i oder |«=- 

Die erste Wurzel 5* = 1 oder g = + 1 entspricht der vierten der unter 
a) aufgestellten Bedingungen zur Bestimmung der Parameter der 

Fehlerwahrscheinlichkeitsfunktion. Die zweite Wurzel !* = :- = 02 gibt 

"5 

1 = 4- 0447 21. Man überzeugt sich leicht, daß die Pehlerwahrschein- 
lichkeitskurve zwei Wendepunkte besitzt. Es ist sonach Wendepunkts- 
abszisse X = + 0'447 21 «, oder weil a = 3 ft ist, Wendepunktsabszisse 
x = + 1'341 63f£. Für die gefundenen Abszissenwerte findet man aus 
der Gleichung der Fehlerwahrscheinlichkeitskurve die Wendepunkts- 
ordinaten. 

9. Vergleiehung der Fehlerwahrscheinliehkeitskurven mit Be- 
rührungsanschluß. 

Yergleichungen der beiden Fehlerwahrscheinlichkeitskurven mit 
BerührungsanschluB, Formel 5) des Punktes 7 und Formel 4) des 
Punktes 8, mit der Erfahrung, wie sie von Jordan angestellt wurden, 
gaben zwar eine im allgemeinen genügende Übereinstimmung, werden 
jedoch von dem Exponentialgesetze hierin entschieden übertroffen. 
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Zum Vergleiche mit dem Exponentialgesetze sei noch die fol- 
gende Tabelle angeführt: 



Benennung 



Berührung 
1. Ordnung 



Berührung 
2. Ordnung 



Exponen- 
tialgesetz 



Wendepunktsabszisse . . x= 1'5276 ^i x = 1'3416 (i \X = fi 
Durchschnittsfehler . . id-:= 0-8268 /li |a' = 0*8203 /ia d = 07979 ft 
Wahrscheinlicher Fehler 1 r =: 0*7437 ft | r = 0*7269 (i r = 0*6745 fi 
Maximalfehler | a = 2*6458 ft ■ a = 3 ft \a = oo 



In dieser Reihenfolge nehmen der Durchschnittsfehler und der 
wahrscheinliche Fehler ab; es ist aber innerhalb 107o übereinstimmend 
^ = 0'8ft und r^=0'7ft. Der Maximalfehler nimmt dagegen zu von 
2*6 ft bis oo; für alle innerhalb dieser Grenzen liegenden Fehlergesetze 
kann man a>2*65^ setzen. 

Helmert hat gezeigt, daß algebraische Funktionen, welche die 
zwei betrachteten Fehlergesetze darstellen, nur Glieder in einer 
Reihe von Näherungsformeln sind, die sich demGauBschen 
Gesetze mehr und mehr anschließen, aber den Maximal- 
fehler gleich einem immer größeren Vielfachen des mitt- 
leren Fehlers ergeben. 

10. Anführung weiterer empirischer Fehlergesetze. 



S. D. Poisson hat als Gleichung der Fehlerwahrscheinlichkeits- 



kurve 



y = 



1 + ^* 



vorgeschlagen. Dieses Fehlergesetz leistet den charakteristischen Eigen- 
schaften der unregelmäßigen, zufälligen oder unvermeidlichen Fehler 
Genüge (Punkt 3 des I. Abschnittes im ersten Bande). 

Daniel Bernoulli schlug vor, die Wahrscheinlichkeit einen 
Fehler von der Größe x zu begehen, durch einen Ausdruck darzu- 
stellen, welcher proportional Yr^ — x* sei, wobei r eine Konstante 
bedeutet. Dieser Annahme entspricht als Wahrscheinlichkeitskurve 
ein Halbkreis. 

Nimmt man als Fehlerwahrscheinlichkeitskurve eine begrenzte 
Gerade (Strecke) parallel zur oj-Achse an, so sind die Wahrscheinlich- 
keiten für alle Beobachtungsfehler gleich, eine Annahme, die wohl nur 
für sehr grobe Näherungsberechnungen zulässig ist. Die Gleichung 
der Wahrscheinlichkeitskurve hat die Form: 

y=(p{x) -- b 
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Die Konstante b soll nun so bestimmt werden, daß im Inter- 
valle — a bis -f- ^ &ll6 Fehler enthalten sind. Es muß dann stattfinden 

2 I q){x)dx = 2 I bdx = 2ba==lf also ist b = — und hiemit folgt: 





1 



Für die Wahrscheinlichkeit, daß der bei der Beobachtung be- 
gangene Fehler, absolut genommen, kleiner als a ist, hat man 



P= 2 I w(x)dx = 2 I -~dx = - 
J J 2« « 





Wird -P=;, gesetzt, so folgt für den wahrscheinlichen Fehler 



2 



1 «60 . - - cc 



«60 die Beziehung - = —-; es ist sonach 050 = -» a = 2a^Q, 
Der Durchschnittsfehler ^ ist gegeben durch 



»=.jl,w^ 



^ 1 a^ a 
X = 2 — • — = • 
'2a 2 2' 







es bestehen also die Beziehungen %- = -, « = 2 0-. 

Das Quadrat des mittleren Fehlers fi ist bestimmt durch 

/* 1 i^ a^ 

x^,q>{x)dx = 2'-~ j x^dx = — * 



a> 



es ist also fi^ = —, ^ = 0o77 35a, « = 1-732 05^. 

Man findet nun leicht 

Y^ 2 

a-^Q = -—- ^ = 0-866 03 /i, fi = -=ar^Q = 1-154 70 -9-. 
2 7 8 

11, Moivres Problem. 

Eine Urne enthalte n mit 1, 2, 3, , n bezeichnete 

Kugeln. Man zieht eine Kugel, notiert die auf ihr befind- 
liche Zahl und legt dann die gezogene Kugel in die Urne 
zurück. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Summe 
der in 8 Ziehungen erschienenen Nummern gleich z ist? 

Koz&k, Ausffleichung yon Beobachtungen. II. o^ 
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Dieselbe Aufgabe kann auch folgendermaSen formuliert werden : 
s reguläre Polyeder mit je n Seiten tragen an den verschie- 
denen Seiten die Zahlen 1, 2, 3, , n. Wie groß ist die 

Wahrscheinlichkeit, mit den s Polyedern die Summe z zu 
werfen? 

aj Erste Art der Bestimmung des Ausdruckes für die zu 

suchende Wahrscheinlichkeit. 

Für die Lösung der Aufgabe nach der ersten Formulierung sei 
angenommen, daß die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen der 
verschieden bezeichneten Kugeln auch verschieden seien, und zwar 

seien die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen der mit 1, 2, 3, ,7* 

bezeichneten Kugeln beziehungsweise gleich Pu Pz, Pst ,!>»• 

Für die Lösung der Aufgabe nach der zweiten Formulierung 
sei angenommen, daß die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen 
der verschieden bezeichneten Seiten des Polyeders denselben Wert 
haben; diese Lösung geht dann aus der vorigen hervor, wenn pi = 
= pt =^Pz '-= "= pn gesetzt wird. 

Bei den 8 Ziehungen möge «i-mal die Kugel mit der Zahl 1. 
£^2-iual die Kugel mit der Zahl 2, as-xnal die Kugel mit der Zahl 

3 , ««-mal die Kugel mit der Zahl n erschienen sein; oder in 

der zweiten Fassung auf den s Polyedern mögen die Zahlen 1, 2. 

3, , n beziehungsweise «1-, ag-, «s-, , «»-mal auftreten. Dann 

muß, da die Anzahl aller Zahlen (Ziehungen, Polyeder) 8 ist, 



n 



1) «1 + f^2 + «3 H- + ^ =y7g,-=6r 

1 

sein, und, da die Summe aller erschienenen Zahlen z betragen soll, muß 

n 

2) 1 flfi -f 2 «2 -t- 3 «3 + ^nan =^ i cci = z 

1 

werden. Alle Wertkombinationen von «i, a^, «s, , «», welche 

diesen zwei Gleichungen Genüge leisten, werden als der gestellten 
Bedingung entsprechend anzusehen sein. 

Die Wahrscheinlichkeit für das «i -malige Erscheinen der Zahl 1 
ist aber pi"^] die Wahrscheinlichkeit für das a2-inalige Erscheinen der 
Zahl 2 ist p2^-; die Wahrscheinlichkeit für das «a-malige Erscheinen 

der Zahl 3 ist p^"^; ; die Wahrscheinlichkeit für das «„-malige 

Erscheinen der Zahl ?i ist ju^»; daher beträgt die zusammengesetzte 
Wahrscheinlichkeit für das «^-malige Erscheinen der Zahl 1, mit dem 
«2-nialigen Erscheinen der Zahl 2, mit dem «3-maligen Erscheinen 

der Zahl 3, , endlich mit dem «„-maligen Erscheinen der Zahl ?i 

in beliebiger Reihenfolge: 
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«! 



Da aber die Größen «1, oj, «j, , o« alle Werte annehmen 

können, welche den Bedingungen 1) und 2) genügen, so wird die 
Wahrscheinlichkeit für das Erscheinen der Summe z gleich sein der 
Summe der Wahrscheinlichkeiten P' genommen nach dem a, also 

« . ^ ^ m, f( 



*) ^'=^ «,!«,!«,!; a ;(^"'^'^^''" 



P 



n 



Eine direkte Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeit ist möglich 

für den zweiten Fall, wo die Wahrscheinlichkeiten jJi, ^2» J's» >i'« 

einander gleich sind; in diesem Falle wird, wenn dann 

1 
gesetzt wird, 

X\ P — V ■ ~ Dai + «J + «3+ + «»» := 



=E 



c^i ! «2 ! cfs ! a»] 

8l 1 

«i lag las ! «n ! n''i + «2-h«3+ > «»7 



Da aber für alle möglichen Kombinationen die Bedingung 1) erfüllt 
sein soll, so wird der Exponent für alle Summanden gleich 8 und 
man erhält dann, da sich die Summierung nur auf die Koeffizienten 

von zu erstrecken hat, wenn 
n 

8 ! 

^ «1 ! «2 ! «8 ! CCnl 

gesetzt wird, 

Da n" die Anzahl der möglichen Fälle bedeutet, so stellt g^ die Anzahl 
der für das Erscheinen der Summe z günstigen Fälle dar. 

b) Zweite Art der Bestimmung des Ausdruckes für die zu 

suchende Wahrscheinlichkeit. 

In dem Polynom 

8) - «» + - W2_L ._ -u3_|_ J 1 u» 

n n 71 n 

sind die Fälle, welche sich mit einem Polyeder zutragen können, 
und ihre Wahrscheinlichkeiten in eigentümlicher Weise zum Ausdrucke 

28* 
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gebracht: der Exponent des Hilfsbuchstaben u bedeutet die Anzahl 
Augen oder die auf der betreffenden Seite des Polyeders angeschriebene 

Zahl und der Koeffizient - die Wahrscheinlichkeit, daß diese Zahl 

n 

sich einstelle. 

Multipliziert man das Polynom mit sich selbst und ordnet das 
Produkt nach den Potenzen von u, so werden die Exponenten addiert, 
die Koeffizienten der miteinander multiplizierten Glieder multipliziert 
und die Koeffizienten gleicher Potenzen zu einer Summe vereinigt; 
die Rechnung geht also nach solchen Regeln vor sich, daß der Koeffizient 
von u^ in dem entwickelten Produkte unmittelbar die Wahrschein- 
lichkeit angibt, mit zwei regulären Polyedern mit je n Seiten die 
Summe z zu werfen. Multipliziert man das Produkt aufs neue mit 
dem Polynom 8), so gibt in der nach Potenzen von u geordneten 
Entwicklung der Koeffizient von w aus den gleichen Oründen die 
Wahrscheinlichkeit an, daß mit drei regulären Polyedern mit je 
n Seiten die Summe z erzielt werde. 

Allgemein wird demnach der Koeffizient von w in der Ent- 
wicklung von 

\n n n n ^ 

die Wahrscheinlichkeit darstellen, daß mit s Polyedern die Summe z 
falle. Sondert man den Nenner n' ab, welcher die möglichen Fälle 
zählt, die sich bei einem Wurfe mit 8 Polyedern zutragen können, 
so bleibt 

und nunmehr gibt der Koeffizient von w die dem Erscheinen der 
Summe z günstigen Fälle g^. Man ersieht, daß der Koeffizient g^ 
als der Koeffizient der z-ten Potenz von u in der Entwicklung 

(mi + tt« + w» + + wy = w« (1 + w 4- tt2 -[- 4- w'-^y 

erscheint. Summiert man die auf der rechten Seite innerhalb der 
Klammern enthaltene geometrische Reihe, so ergibt sich 

10) (tti + u2 + w3 + f-u'»)« = 2A*( ) =tt*(l— tt'')*(l — a) 

VI — u J 

Es ist aber 
(1 - «")• = 1 - (J) tt- }- (2) «"• - ( 3) «»•• -r • • • + (- 1)<P«'" - • 



— |i 



■K'^r') 
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Der Koeffizient von u* in 10) ist offenbar derselbe, wie der 
Koeffizient des Gliedes w*-* im Produkte (1 — w*)«(l — w)-«; dieser 
Koeffizient soll nun bestimmt werden. 

Bei der Ausführung der Multiplikation (1 — u^Y{\ — v)-* ent- 
stehen Glieder mit ii'~' dadurch, daß man 
das 1. Glied (die Einheit) des ersten Faktors multipliziert mit dem 

Gliede ( ]u*~* des zweiten Faktors, 

^z — «/ 

das 2. Glied (^)w** des ersten Faktors multipliziert mit dem Gliede 

(z — 1 — u\ 
Itt*"'-** des zweiten Faktors, 
z — % — w 

das 3. Glied («j^^** des ersten Faktors multipliziert mit dem Gliede 

Im«— »-2n ^gg zweiten Faktors u. s. w.: der Koeffizient von 

Z — 8 2 71'' 

«*-•, welcher auch gleich gz ist, hat mithin den Wert: 

(z — 1\ (z — 1 — w\/«\ , (z—X — %n\(B\ 
fl^' = U-J~U-.-nAiJ + l^_,_2nA2>'~ 

Da aber bekanntlich ( .) = ( .) ist, so läßt sich dieser Aus- 

druck auch schreiben 

/z— 1\ f»\{z — 1 — ?i\ , rs\fz — l — 2n\ 

s =y^^,)-Ki)\ ,_i )+\2)\ ,_i )~ 

-(;)c-;-~.'°)+ °^- 

") »-ci:)-(i)CT:7')+(,')C7-r')- 

Die Reihe auf der rechten Seite dieser Formel bricht ab, sobald 
nach der Entwicklung der Binomialkoeffizienten und Kürzung der so 
entstandenen Brüche im Zähler eines Bruches der Faktor Null oder 
negative Faktoren auftreten sollten (siehe Formel 1) Seite 359 und 
Formel 1) Seite 367). 

Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

'')^-=si(:i;)-(;)fT-T')+(;)e-!:'r')- 

-('3)e-;-T')+ !■ 
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Setzt man z — n = ziy z — 2n = Zi, z — 3n:=z^, , dann 

erhält der Ausdruok für Pg folgende symmetrische, zur Berechnung^ 
von Zahlenbeispielen geeignete Form: 

-(•a)(r;)+ 1- 

c) Beispiele. 

1. Beispiel. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit 
3 Würfeln die Summe 8 zu werfen? 

Man hat « = 3, n = 6, z = 8 zu setzen und findet 

_ ^n\__J[}^ 6.7 21 _ 7 

® "" 6» ^5 / 63 Tb]~2l "" 216. 2 "" 2 1 ü "~72' 

2. Beispiel. Es ist die Wahrscheinlichkeit zu berechnen» 
mit 6 Würfeln die Summe 15 zu treffen. 

Für diesen Fall ist « = 6, n = 6, z=15 und es ergibt sich 



6«^9!5! 5!3! 

)- 



_ 1^ / 10.11.12.13.14 _ 6 . ^. 5 . 6 . 7 . 8 
"^6«^ 1. 2. 3. 4. 5 r.2.3.4.5 

_ 2002 — 336 _J^66 __ 833 

^« "^ 46666 "" 23328 ' 

Das Problem von Moivre soll in den folgenden zwei Punkten 
auf zwei Spezialfälle und deren Beziehungen zum theoretischen Treffer- 
bild angewendet werden. 

12. Anwendung des Problems von Moivre auf den speziellen 

Fall 8 = 3 und n = 6. 

A) Wahrscheinlichkeit, mit drei Würfeln eine gegebene 

Summe zu werfen. 

In diesem Falle ist « = 3 und n = 6 zu setzen ; die Summe z 
der bei einem Wurfe erschienenen Nummern kann einen der Werte 
3, 4, 5, , 18 erhalten. Die Anzahl der möglichen Fälle beträgt 

63 = 216. 

Für die zu suchende Wahrscheinlichkeit P, ergibt sich nach 
Oleichung 12) oder 13) des Punktes 11 dieses Abschnittes die Formel: 
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.„ ., /z— 1\ (z—l)\ (z—2){z — l).. . . , 

Weil l, _ gj = -^-3)!^ = 2 '^*' ^° ''** ™*" *"*''^ 

1 , (g— 2)(z— 1) (z-7)(z- 8) (g— 13)( 2-14)> 

^^ ^'-pi — 2 ^ — 2 ^^ 2 ~ r 

Zur Bestimmung von Pe beziehungsweise ^j werden aber nicht 
immer alle drei Glieder auf der rechten Seite benützt; es gilt 

für z=i bis einschließlich 2 = 8; 

für 2J = 9 bis einschließlich 2=14. 

Die dreigliederige Formel 1) wird benützt für z = lb bis ein- 
schließlich 2=18. 

Hienach beträgt die Anzahl der günstigen Fälle für die Summen 

3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 

beziehungsweise 

1, 3, 6, 10, 15, 21, 25, 27, 27, 25, 21, 15, 10, 6, 3, 1, 

woraus sich die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen der einzelnen 
Summen sofort ableiten lassen. So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, 
mit 3 Würfeln auf einen Wurf die Summe 14 zu werfen, gleich 

Aus Formel 3) folgt natürlich dasselbe Resultat; es ist 



15 
216 



__ 1 |(14-2)(14-1) J14-^7)(14— 8)j 
1 /12.18 3.7.6\ 78 — 63 15 



_ 1 /12.13 3.7.6\_ 



216 ^ 2 2 ^ 216 216 

Die Anzahl der günstigen Fälle kann man hier übrigens ohne 
Hilfe der allgemeinen Formel leicht finden. Beispielsweise erhält 
man mit 3 Würfeln die Summe 8, indem die 1 eines Würfels mit 
der Summe 7 der beiden anderen Würfel, die 2 eines Würfels mit 
der Summe 6 der beiden anderen Würfel u. s. w. kombiniert wird; 
also einfach durch entsprechende Summierung der für 2 Würfeln 
gültigen Zahlen. Bei 2 Würfeln entfällt aber auf die Summe 
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d. i 1 Fall, 

2, 1; d. s 2 Fälle 

2, 2; 3, 1; d. s 3 „ 

2, 3; 3, 2; 4, 1; d. s 4 , 

2, 4; 3, 3; 4, 2; 5, 1; d. 8 5 , 

2, 5; 3, 4; 4, 3; 6, 2; 6, 1; d. s 6 

3, 5; 4, 4; B, 3; 6, 2; d. s 5 „ 

4, 5; B, 4; 6, 3; d. 8 4 

B, B; 6, 4; d. 8 3 

6, B; d. s 2 ^ 

d. i 1 Fan. 

Rechnet man die WahrscheinlichkeiteD, mit welchen die Summen 
3 bis 18 mit 3 Würfeln geworfen werden können, indem die Häufig- 
keit des Vorkommens jeder dieser Zahlen — die Anzahl der günstigen 
Fälle — durch 216 — die Anzahl der möglichen Fälle — dividiert 
wird, so ergeben sich in der nachstehenden Tabelle die Zahlen 
der Spalte 3. Die Anzahl der günstigen Fälle erscheinen in der 
Spalte 2 ausgewiesen. Selbstverständlich muß die Summe der in 
dieser Spalte angegebenen Zahlen 216 sein, weil in derselben alle 



2 der Fall 1, 1 

3 die Fälle 1, 2 

4 , . 1, 3 

^ n „ 1, B 

7 . . 1, 6 

9 « «, 3, 6 

10 , „ *, 6 

11 , , 5. 6 

12 der Fall 6, 6 



1 

z 

i 


Pz 


^' ~ 216 


Wahrschein- 
Uohkeitszahlen 


Prozent- 
zahlen 


Abgerundete 
Prozentzahlen 


für ein theoretisches TrefferbUd mit 11 






3 


16 Zielstreifen von der Breite 4^ 1 

4 il 


1 


2 


4 


5 


6 


3 


1 


00046 


1 

0-0091 


0-91 


ro 


4 

1 


3 


0-0139 


00124 


1-24 


10 


' ft 


6 


0-0278 


00244 


'2-44 


2-5 


6 


10 


0-0463 


00428 


4-28 


4-5 


7 


IB 


0-069S 


0-0672 


6-72 


70 


8 


21 


0-0972 


0-0941 


9-41 


9-0 


9 


2B 


0'11&7 


0-1179 


11-79 


12-0 


10 


27 


0-1260 


01321 

1 


13-21 


130 


1 

11 


27 


0-1250 


01321 


13-21 


130 


1 12 


2B 


0-1157 


0-1179 


11-79 


12-0 


! 13 


21 


0-0972 


0-0941 


9-41 


9-0 


14 


IB 


0-0695 ! 


00672 


6-72 


7-0 


i ^^ 


10 


00463 


00428 


4-28 


4*5 
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möglichen Fälle angegeben sind. Die Summe der Zahlen in Spalte 3 
muß nach dem Satze von den einander ausschließenden Ereignissen 
gleich 1 sein, weil eine der Summen 3 bis 18 sicher geworfen 
werden muß. Man vergleiche auch die Zahlen der Spalten 4, 5 und 6 
mit den theoretischen Trefferbildern und zwar mit der Fig. 11 auf 
Seite 263 und mit der Fig. 12 auf Seite 254. 

B) Beziehung der Wahrscheinlichkeiten P» zum theore- 
tischen Trefferbilde. 

Teilt man eine Treffläche symmetrisch zum mittleren Treff- 
punkte in Parallelstreifen gleicher Breite und bestimmt die Wahr- 
scheinlichkeiten, mit welchen diese Streifen getroffen werden können, 
oder, indem man diese Wahrscheinlichkeitswerte mit 100 multipliziert, 
die Prozentzahlen der Treffer, welche in jedem Streifen zu erwarten 
sind, so resultiert* bekanntlich das theoretische Trefferbild, wenn 
die erhaltenen Zahlen in die entsprechenden Streifen der graphisch 
dargestellten Zielfläche eingetragen werden. 

Die Schießtafeln enthalten in der Regel solche theoretische Treffer- 
bilder für eine Treffläche, welche symmetrisch zum mittleren Treff- 
punkte in 16 Parallelstreifen von der Breite -«50 geteilt ist, so daß die 

16 Streifen, zusammen in der Breite 4^50, nahezu, oder praktisch 
genommen, sämtliche Treffer enthalten müssen. Die Zahlen der 
Spalte 6 in der Tabelle auf Seite 360 sind enstanden durch Ab- 
rundung der genau berechneten Prozentzahlen der Spalte 5 und 
diese wieder sind das Hundertfache der Zahlen der Spalte 4; diese 
stellen die nach der Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren genau 
berechneten Wahrscheinlichkeiten (unter Zugrundelegung des Gauß- 
schen Fehlergesetzes) dar, mit welchen die 16 Parallelstreifen von der 

Breite von je - «50 getroffen werden können. Vergleicht man die Zahlen 

der Spalten 4 mit den berechneten Zahlen der Spalte 3, so findet 
man eine ziemliche Übereinstimmung. 

Durch Abrundung der Zahlen der Spalte 3 gelangt man auch 
zu den in Spalte 6 eingetragenen Zahlen des theoretischen Treffer- 
bildes. Der Vergleich der Zahlen der Spalten 3 und 4 läßt schließen, 
daß die mit den Würfeln geworfenen 16 Zahlen 3 bis 18 sich nach 
einem ähnlichen Gesetze gruppieren, wie die Treffer eines Treffer- 
bildes, welches in 16 Parallelstreifen von gleicher Breite von je -«^o 
symmetrisch zum mittleren Treffpunkte geteilt wurde. 



— 362 — 

Die Tabelle zeigt ferner, daß die mittleren Zahlen 1 und 1 1 
mit der größten Wahrscheinlichkeit geworfen werden, welche der 
Wahrscheinlichkeit des Treffens der beiden zunächst des mittleren 

Treffpunktes liegenden Streifen von der Breite - s^q nahezu gleich- 

4 

kommt; je mehr die mit drei Würfeln geworfenen Zahlen von 10 
und 11 abweichen, desto mehr nimmt die Wahrscheinlichkeit ab, 
daß sie geworfen werden, nach dem gleichen Gesetze, wie die Wahr- 
scheinlichkeit des Treffens eines Parallelstreifens von der Breite ^5^ 

4 

mit seinem Abstände vom mittleren Treffpunkte abnimmt. 

Die für die Praxis völlige Übereinstimmung beider Gesetze ist 
noch mehr in die Augen fallend, wenn man die Zahlen der Spalten 3 
und 4 als Ordinaten für Abszissen, welche um die gleiche Breite der 
Parallelstreifen wachsen, in ein rechtwinkeliges Koordinatensystem 
aufträgt und so die Wahrscheinlichkeitskurven konstruiert. 

Diese Wahrnehmungen führen auf den Gedanken, beim Artil- 
lerieschießspiele drei Würfel anzuwenden, um über die vorkommenden 
Abweichungen der Flugbahnen von der mittleren Flugbahn zu ent- 
scheiden. 

C) Anwendung von Würfeln zur Bestimmung der wahr- 
scheinlichen Abweichungen beim Artillerieschießspiele. 

Dem Leiter einer Artillerieschießspielaufgabe handelt es sich 
hauptsächlich darum, die Streuung der Geschosse in möglichst ähn- 
licher Weise auf die Lösung einer Aufgabe Einfluß nehmen zu lassen, 
wie dies beim wirklichen Schießen der Fall ist. Bei Schießspiel- 
aufgaben bestimmt der Übungsleiter mit Berücksichtigung der Ver- 
hältnisse nach seinem Ermessen die entsprechende Zielentfernung, 
z. B. mit 3332 m.*) Kommandiert jetzt der Übende z. B. 3400 m, so 
muß der Übungsleiter die durch die Streuung bedingte Abweichung 
zu dieser kommandierten Entfernung zuzählen beziehungsweise von 
derselben abziehen. Hat er z. B. für diesen Schuß 100 m abzuziehen, 
so fällt der Schuß auf 3300 m und ist dem Übenden vom Übungs- 
leiter „kurz" anzusagen. 



*) In der Wirklichkeit wird sich die genaue Tagesdistanz niemals den von 
25 zu 25 m abstufenden Auf satzdistanzen anbequemen; es ist für den Übenden lehr- 
reich und wichtig, schließlich zwischen den zwei, in dem angeführten Beispiele 
besten Aufsatzstellungen für 3325 m und 3350 m ohne Kenntnis der Annahme des 
Übungsleiters die günstigere AufsatzsteUung zu wählen. 
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Hat man sich mit Rücksicht auf die schieß tafelmäfiige Streuung 
und die aus dem Eriegsspiele hervorgehende Oefecht8lage*)f fir eine 
im Kopfe der nachstehenden Tabelle eingetragene Streuung ent- 
schieden, so ist, um die Lage des GeschoBauf Schlages zum Ziele 
festzustellen, die der geworfenen Zahl entsprechende Abweichung der 
genannten Tabelle zu entnehmen und zur kommandierten Entfernung 
zuzuzählen oder von derselben abzuziehen. 
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Hat der Übungsleiter z. B. die 50-prozentige Streuung 60 dem 
Schießen zu Grunde gelegt und wird die Zahl 4 mit den Würfeln 
geworfen, so ist nach der Tabelle 105 von der kommandierten Ent- 
fernung abzuziehen, wird dagegen die Zahl 12 geworfen, so ist 30 
zuzuzählen. Auf Grund der so bestimmten Entfernung des Geschoß- 



*) Naoh General Rohne werden bei Verwendung des Schwarzpulvers 62o/o 
der Schüfise richtig, 31% fraglich und 7% falsch beobachtet. Nach Oberstleutnant 
Callenberg ist das Verhältnis der falschen zu den richtigen Beobachtungen bei 
rauchschwachem Pulver in den Monaten Dezember bis Februar 1 : 14*;', in den 
übrigen Monaten 1 : 24'8. Nach statistischen Daten der russischen Feldartillerie- 
schießschulen ist bei rauchschwachem Pulver das Verhältnis der falsch zu den 
richtig beobachteten Schüssen 1 : 4*1 bis 1 : 10*8. 
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anfschlages ist hierauf dem Übenden die Abweichung vom Ziele dem 
Sinne nach — kurz oder weit — anzugeben oder durch einen 
Apparat zu versinnlichen*). 

Um auch falsche und zweifelhafte (fragliche) Beobachtungen 
berücksichtigen zu können, füge man zu den drei Würfeln überdies 
noch drei andere Würfel hinzu. Von diesen drei Würfeln sind zwei 
Würfel mit je 3 schwarzen und 3 weißen Flächen versehen, ein 
Würfel besitzt 2 schwarze und 4 weiße Flächen und ein Würfel, 
gleichgültig welcher von diesen drei Würfeln, trägt auf einer weißen 
Fläche noch den Buchstaben z (zweifelhaft) oder ein Fragezeichen. 

Ein mit 3 schwarzen und 3 weißen Flächen versehener Würfel 

Q 

wird eine schwarze Fläche mit der Wahrscheinlichkeit — zeigen, 

während der Würfel mit 2 schwarzen und 4 weißen Flächen eine 

schwarze Fläche mit der Wahrscheinlichkeit zeigen wird. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß alle drei Würfel gleichzeitig schwarze 
Flächen zeigen, ist nach dem Satze von den voneinander unab- 
hängigen Ereignissen: 

_ 3 3 2_ J^ _ 1 

■^•^~ 6 ' 6 ' 6 "^ ~%\^ ~ 12 

Der Buchstabe z oder das Fragezeichen wird mit der Wahr- 
scheinlichkeit 

_ I _ 36 _2_ 

^'~ß~ 216 ~~ 12 

erscheinen. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß weder 3 schwarze Flächen noch 
der Buchstabe z oder das Fragezeichen durch die drei beigegebenen 
Würfel geworfen werden, ist 

216 18 36 162 9 



Pr=l—Pf—p. 



216 216 216 216 12' 



Denn weil irgend ein Fall von den drei angeführten Fällen ein- 
treten muß, besteht die Gleichung: 

_ i>r+i>/-i-;>. = i. 

*) Es ist wichtige daß sich der Gedankengang des Übenden beim Sebießspiel 
in möglichst ähDlicher Weise abwickelt wie beim wirkUchen Schießen; deehalb ist 
es auch nicht gleichgültig, ob dem Übenden vom Übungsleiter die Abweichungen 
einfach angegeben werden, oder ob der Übende gezwungen wird, seine Kombi- 
nationen auf Erscheinungen zu gründen, die der Wirklichkeit möglichst ent- 
sprechen. Das beste Schießspiel ist daher eine rationell geleitete Übung mit 
Markierpatronen. 
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Man kann nun folgende Regeln festsetzen: 

a) Die Beobachtung ist zweifelhaft oder fraglich, wenn der 
Buchstabe z oder das Fragezeichen erscheint; 

b) die Beobachtung ist falsch, wenn 3 schwarze Flächen er- 
scheinen und 

c) die Beobachtung ist richtig, wenn keiner der Fälle a) und bj 
eintritt. 

Die drei mit den Punktzahlen 1 bis 6 versehenen Würfel, 
welche gleichzeitig mit den 3 schwarzweißen Würfeln für den Übenden 
nicht sichtbar geworfen werden, geben die wahrscheinlichen Ab- 
weichuDgen von der kommandierten Entfernung an*) und ermög- 
lichen dem Übungsleiter, die Lage des Aufschlagpuiiktes zum Ziele 
zu bestimmen; der Übungsleiter gibt nun dem Übenden im Falle c) 
die Lage des Aufschlages zum Ziele richtig, im Falle b) falsch 
und im Falle aj gar nicht, den Oeschoßaufschlag als nicht beob- 
achtet, an. 

Es beträgt nun die Wahrscheinlichkeit für eine 

9 
richtige Beobachtung — > entspricht Tö'OO^o 

falsche Beobachtung — i entspricht 8-337o 

2 
zweifelhafte Beobachtung —i entspricht 16-ü77o 

12 
Summe — » entspricht 1007o- 

Das Verhältnis der falschen zu den richtigen Beobachtungen 1 : 9 
entspricht den von General Rohne und in den russischen Feld- 
artillerieschießschulen ermittelten statistischen Daten (siehe „Mittei- 
lungen über Gegenstände' des Artillerie- und Geniewesens" Jahr- 
gang 1899, 12. Heft) und kann vom Übungsleiter durch entsprechende 
Kombination der beigegebenen Würfel mit weißen und schwarzen 
Flächen der Situation entsprechend abgeändert werden. 

Wendet man z. B. zwei Würfel mit je 2 schwarzen und 4 weißen 
Flächen und mit einem Buchstaben z oder mit einem Fragezeichen 
an und bestimmt, daß 2 schwarze Flächen eine falsche Beobachtung 
bedeuten, so ist die Wahrscheinlichkeit für eine 



*) Die kommandierte Entfernung weicht von der Aufsatzdistanz um die so- 
genannte Tagesrelation ab; diese hat jedoch als sogenannte konstante Abweichung 
auf den Gang des Schießens und auf die zum Einschießen notwendige Schußzahl 
keinen Einfluß. 



— 366 — 

falsche Beobachtung />/= .*==-, entspricht lli% 

ü 6 ob 
1 6 

zweifelhafte Beobachtung jo^ = , =ö^' entspricht 16*7% 

6 36 

26 

richtige Beobachtung />r=l — Vf^Pz = ,~^^ entspricht 72'2®/o 

Summe — » entspricht lOO^/o- 

36 

Dies ist gegenüber dem früheren ein ungünstigerer Fall, da das 
Verhältnis der falschen zu den richtigen Beobachtungen 2:13 = 1:6-5 
beträgt. 

Will man die zweifelhaften Beobachtungen vermindern; so kann 
man die im ersten Falle angenommenen drei Würfel mit je 3 Buch- 
staben z oder mit je 3 Fragezeichen versehen und jene Schüsse als 
fraglich annehmen, bei welchen 3 Fragezeichen gleichzeitig er- 
scheinen. 

Es ist in diesem Falle die Wahrscheinlichkeit für eine 

g Q Q 27 

zweifelhafte Beobachtung ?>z = ;;• v* ^ = «77^' entspricht 12-5% 

6 6b Jlo 
3 3 2 18 

falsche Beobachtung j)f= -'-- = — , entspricht 8-37o 

6 6 6 216 
171 

richtige Beobachtung />,= i — Pf — 7?.= ^--9 entspricht 79'2Vo- 

216 

Das Verhältnis der falschen zu den richtigen Beobachtungen 
beträgt hier 18:171=2:19 = 1: 9-5. 

13. Anwendung des Problems von Moivre auf den speziellen 

Fall s=3 und ii = 28. 

A) Eine Urne enthält 28 mit 1, 2, 3, , 28 bezeichnete 

Kugeln. Man führt nacheinander 3 Ziehungen aus und legt 

jedesmal die gezogene Kugel, nachdem man ihre Nummer 

notiert hat, zurück. Welches ist die Wahrscheinlichkeit, 

daß die Summe der erschienenen Nummern z sei? 

In diesem Falle ist «=3 und w = 28 zu setzen; die Summe z 
der in drei Ziehungen erschienenen Nummern kann einen der Werte 

3, 4, 5, , 3 ' 28 = 84 erhalten. Die Anzahl der möglichen Fälle 

beträgt «« = 283 = 21952. 

Für die zu suchende Wahrscheinlichkeit Pz ergibt sich nach 
(rleichung 12) oder 13) des Punktes 11 dieses Abschnittes die Formel: 
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_ I .(z — 2)(z—\) (z — 29) (2—30) (2-57) (z — 58), 
28M 2 2 ' 2 / 

Zur Bestimmung von P^ beziehungsweise g^ werden aber nicht 
immer alle drei Glieder auf der rechten Seite benützt; es gilt 

für 2 = 3 bis einschließlich s = 30, 

3) p^^ ^ |(g — 2 )(g- l) ^(g^ 29)(z — 30)| 

28 12 2 I 

für 2=31 bis einschließlich 2;= 58; die dreigliedrige Formel wird 
benützt für z = 59 bis einschließlich 2; = 84. 

Offenbar kann jede der 82 Zahlen von 3 bis 84 als Summe z 
der drei Ziehungen resultieren. Die Bestimmung der Anzahl der 
günstigen Fälle g^ für das Erscheinen dieser Summen kann auf Grund 
der angeführten Formeln 1), 2) und 3) vorgenommen werden. Man 
findet beispielsweise 
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= 1770 — 1488 -f- 18 = 300. 

Es besteht demnach für das Erscheinen der Summen 26 und 61 
in 3 Ziehungen dieselbe Wahrscheinlichkeit. Die Bestimmung der 
Werte g^ braucht überhaupt nur bis g^s durchgeführt zu werden, 
weil die Werte ^44 bis einschließlich g^^ den Werten ^rg bis einschließlich 
g4^ in umgekehrter Ordnung gleich sind. 



Es ist sonach P,, = P,, = '^'\ = ^'\ =-- J^^^ ^ = 

^® ^'^ 28-^ 283 21 052 f) 



300 75 

488* 



— 868 — 

Weiters ergibt sich beispielsweise 

(31 -2) (31 -1) (31 -29) (31 --30) 
(/3i = 2 ^ 2 "^ ' 

(43 — 2) (43-1) (43 -29) ( 43 -30) 
fUs = ^ —3 • "2 = •'^88. 

Um die Wahrscheinlichkeit P« zu erhalten, mit welcher eine be- 
stimmte von den möglichen Summen 3 bis 84, allgemein die Summe z, 
erscheinen kann, dividiert man die aus der Spalte 2 der auf den 
Seiten 370 und 371 befindlichen Tabelle zu entnehmende Zahl ^;;, welche 
die Anzahl aller günstigen Fälle angibt, durch die Anzahl aller mög- 
lichen Fälle 28^ = 21952. Die sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten 
P sind in der Spalte 3 dieser Tabelle enthalten. 

BJ Berechnungder Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren. 

Die Zahlen der Spalte 3 stellen auch ein theoretisches Treffer- 
bild für symmetrische Parallelstreifen von gleicher Breite dar. 

Da die Zahlen 3 bis 84 von Einheit zu Einheit zunehmen, ihre 
Abstände daher einander gleich sind, kann man diese Abstände mit 
gleich breiten Parallelstreifen einer zu treffenden Fläche vergleichen. 

Am größten ist die Anzahl der günstigen Fälle für das Erscheinen 
der Summen 43 und 44, nämlich je 688; der dem mittleren Treff- 
punkte entsprechende Punkt fällt daher zwischen die Zahlen 43 
und 44. 

Übergeht man von der Wahrscheinlichkeit .für das Vorkommen 
dieser Zahlen auf die Wahrscheinlichkeit für das Treffen, so folgt, daß 
der Parallelstreifen Ä B aus 82, je einer Einheit entsprechenden, daher 
gleich breiten Parallelstreifen besteht; derselbe enthält alle Treffer, 
weil die Summe der Wahrscheinlichkeiten der Spalte 3 die Zahl 1 
ergibt. 

Um nun die Wahrscheinlichkeit zu erhalten, mit welcher ein 
Parallelstreifen von beliebiger Breite innerhalb ^1 B, z. B. der Parallel- 
streifen C Dj getroffen wird, braucht man nur nach dem Satze von 
den einander ausschließenden Ereignissen die Wahrscheinlichkeiten 
der Spalte 3 zwischen C und D zu addieren; es ergibt sich auf diese 
Weise als Wahrscheinlichkeit für das Treffen des Parallelstreifens CD 
der Wert 0*5056, also nahezu 05. 

Nimmt man die 50-prozentige Streuung Ä50 als Maßeinheit für 
die Breite eines Parallelstreifens an, so hat, wie man sich leicht über- 
zeugen kann, der Parallelstreifen 
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EF die Breite Ol «50, 

GH , , 0-2 6-,o, 

CD ^ „ 1-0 «,o, 

JK ^ » 3*3 «50, 

LJf „ „ 4-0 «50, 

^J5 „ „ 4-1 «50. 

Man erhält die Wahrscheinlichkeit, mit welcher der Parallel- 
streifen EF von der Breite 0*1 «50 getroffen werden kann, durch die 
Sümmierung der zwischen E und F liegenden Zahlen der Spalte 3 
mit 0053 6; auf diese Weise wird die durch die Spalten 6 und 7 darge- 
stellte Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren für symmetrische Pa- 
rallelstreifen gewonnen. 

Die Spalte 6 enthält die relative Zieldimension k und die Spalte 7 
die auf die beschriebene Art berechnete Wahrscheinlichkeit, mit welcher 
der Parallelstreifen von der in der Spalte 6 angegebenen relativen 
Zieldimension mit einem Schusse getroffen werden kann. 

Die den relativen Zieldimensionen der Spalte 6 entsprechenden 
Prozentzahlen bei Zugrundelegung des Oaußschen Oruppierungs- 
gesetzes sind in der Spalte 8 ausgewiesen. Bestimmt man aus den 
Wahrscheinlichkeitswerten der Spalte 7 die Prozentzahlen, so ist er- 
sichtlich, daß letztere mit jenen in der Spalte 8 eingetragenen Prozent- 
zahlen nahezu übereinstimmen. Die durch die Spalten 6 und 7 dar- 
gestellte Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfaktoren genügt daher auch 
für alle Fälle der Praxis. 

Die Zahlen der Spalte 7 kann man selbstverständlich auch er- 
halten, wenn die entsprechenden Zahlen der Spalte 2 (Anzahl der 
günstigen Fälle) addiert und durch 28^ = 21952 (Anzahl aller mög- 
lichen Fälle) dividiert werden. So ergibt sich z. B. die Wahrschein- 
lichkeit für das Treffen des Parallelstreifens GH you der Breite 0*2 «50, 
wenn die entsprechenden 4 Zahlen der Spalte 2 zwischen G und 
H addiert und durch 28^ dividiert werden: 

„ 2 (586 + 588) ^ ^ 

Da die Zahlen der Spalte 2 zum mittleren Treffpunkte symme- 
trisch angeordnet sind, genügt es, nur die Zahlen einer Seite zu 

28* 

addieren und durch -—==10 976 zu dividieren; es ist somit auch 

2 

„ 586 + 588 ^,^^^ 

^"-= -Toffee- = «-^^^«- 

Koi4k, Ausgleichung voa Beobacbtungen- II. 94 
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Die Spalte 4 enthält die Summen ^^9^ d^^ Spalte ö die Summen 

s 
Igt ausgewiesen und es muß 



a+l 



4S 



2+1 



3 



sein. 



77 



21 952 



Es ist daher die Wahrscheinlichkeit für das Treffen des Pa- 
rallelstreifens JKj welcher die Breite 3*3 «50 hat, 

10 «4 

219b2 — Ylgi—YL9i 

PjK= - 

und da 

ist, so folgt 

10 

10 976— ^<7.- 

PjK=- 



E 

77 



3 



10 976 — 120 10 856 



10 976 



10 976 



10 976 



= 0-9891. 
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übereinstimmend mit dieser Aufgabe ist die folgende: 

Die Wahrscheinlichkeit für das Werfen einer von den 
Summen 11 bis einschließlich 76 zu bestimmen. 



C) Summatorisches Glied f ür ^g^,-, wobei z irgend einen der 

3 

Werte 3 bis einschließlich 43 annehmen kann. 

Die Zahlen in der Spalte 2 von 1 bis einschließlich 406 sind 
Dreieckszahlen (Trigonalzahlen), welche unter die Gattung der 
sogenannten figurierten Zahlen (siehe Punkt 14 dieses Abschnittes) 
gehören. Der Summe z als Resultat der 3 Würfe entsprechen ffz günstige 
Fälle und es bedeutet demnach g^ die {z — 2)-te = i-te Dreieckszahl. Zur 

Bestimmung von gz dient, wie gezeigt wurde, die Formel 5^« = ( ) 

worin a = 3 zu setzen ist; man hat also 



9^ = Z-l) = {\') = 



{z—l){z — 2) 



24* 
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Wie im Punkte 14 dieses Abschnittes bewiesen werden wird, 
beträgt die Summe der ersten i Trigonalzahlen 

i(iJ^l){iJ^^)^{z-^{z-i)z 
^ 6 6 ' 

Die Gesamtzahl der günstigen Fälle für das Werfen der Summen 
z = 3 bis einschließlich 2=30 ist hienach gleich der Summe der 
ersten 28 Trigonalzahlen und diese beträgt 

32, 28.29.30 ^^^^ 
Ylg.= -g -- = 4060. 

8 

Die den Zeigern 2; = 31 bis 2 = 43 entsprechenden gz können 
keine Trigonalzahlen sein, weil ihre Berechnung nach der Formel 

^s = (^ j — (i)\^!> } erfolgt, welche von der Formel zur Be- 

rechnung der aufeinander folgenden Dreieckszahlen verschieden ist. 
Zur Berechnung von gg für 2 = 31 bis einschließlich z = 43 (die Be- 
rechnung braucht, wie schon gesagt wurde, nur bis 2=43 durch- 
geführt zu werden), hat man sonach 

fz—l\ /3\/z — 29\ (2; — !)(« — 2) (z — 29) (2 — 30) 

9'=K^,^^)-K^A 2 ) = 2 ^ 2 

3 
Von der durch 4) gegebenen Summe ist daher die --fache Summe 

der Reihe, deren allgemeines Glied {z — 29) (s — 30) ist, zu subtra- 
hieren. Setzt man in demselben nacheinander 2; = 31, 32, 33 u. s.w. 
ein, so folgt als Schema dieser Reihe 

2, 6, 12, 20, 30, 32, 

4, 6, 8, 10, 12, 

2 2 2 2 

Das summatorische Glied dieser Reihe heißt 

^«o + '^*-^«o -f '^^^--~--^*«o = 2t + 2i(t- 1) + 

-U^V,- ,W,- ^\ 6t« + t(2-l){t-2) i(i4-l) (t + 2) 

+ 3'<'-')<'-2> = 3" = 3 ' 

oder weil t = z — 30 ist, 

(z — 30)(z — 29)(z — 28) 

— I .1 — — —- — ■■■■ • 

3 
Man hat also für die Summe der gz, gültig von z = 31 bis ein- 
schließlich z = 43, 

. (z — 2) (z — 1) 2 — 3 (z — 30) (z— 29) (z — 28) 

5) " — - — ■ • 

^ 6 
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Beispielsweise ist 



31 (31 — 2) (31 — 1)31 — 3 (3 1 — 30) ( 3 1 — 29) (3 1 — 28) 



^g. = -iz^ z^Jiz^ zi^ :.v- --:^ ^_i^:.:____^ = 4492 

3 

und 

« (43 — 2) (43 — 1) 43 — 3 (43 — 30) (43 — 29) (43 — 28) 

&=^ : ^ 

3 

283 
= 10 976=— -• 



14. Figurierte Zahlenreihen, 

a) Entstehung der figurierten Zahlenreihen. 

Bildet man, von einer arithmetischen Reihe der A;-ten Ordnung 
ausgehend, die aufeinander folgenden Summenreihen, so sind diese 
nach Punkt 6 des IV. Abschnittes dieses Bandes wieder arithmetische 
Reihen der (fc -[- l)-ten, {k -f- 2)-ten u. s, w. Ordnung, deren allgemeine 
und summatorische Glieder sich ohne Schwierigkeit finden lassen. 
Läßt man insbesondere die Hauptreihe die arithmetische Reihe der 
1. Ordnung sein, deren erstes Glied 1 und deren konstante Differenz 
irgend eine ganze Zahl d ist, also die Reihe 

1) 1, 1 + d, 1 + 2 rf, 1 + 3 rf, , l4-ndy , 

so ist deren erste Summenreihe: 

2) 1, 2 + d. 3 -f 3 c/, 4 -f- 6 (7, 5 -j- 10 r7, , 

für welche als arithmetische Reihe der zweiten Ordnung, wenn Uq 
das Anfangsglied 1 bezeichnet, das 7i-te Glied w„_i durch 

8) t/„_i = l-r(7i-l)(l + rf) + (''~^)d = ^n{2 + (7i-l)rf} = 
(2 — d) n -r d n^ 

gegeben ist; die Summe ihrer n ersten Glieder ist dargestellt durch 

4) ,„ = nf Q(l + rf) + Qd=SKH + l){(n-l)d+3) = 

_{'3 — d)n^3n^_-rdn^ 
_ _.. ^ 

Als zweite Summenreihe erhält man 

5) 1, 3~f-(7, 6 f-4d, 10 + lOrf, 15 + 20c7 , 

für welche als arithmetische Reihe der dritten Ordnung 
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6) «_,= l + (n-l)(2 + d) + ('' ^ ^)(i + 2d) + f g ^)d = 
= in(l+n){3 + (n-l)} = ^=^n+^n«+|«^ 

= Jin{n + i)in + 2){{n-^l)d+4.} = 

_ (4 — rf)n (12-~cQng (2 4-d)n 8 dn^ 
"" 12 "^ 24 ' 12 '" 24 

sich ergibt u. s. w. 

Diese aufeinander folgenden Summenreihen 2), 5), sind 

unter dem Namen figurierte Zahlenreihen beziehungsweise der 
ersten, zweiten u. s. w. Ordnung bekannt; insbesondere heißt 2) die 
Reihe der Polygonal- oder Vieleckszahlen; 5) die Reihe der 
Pyramidalzahlen. Setzt man in diesen Reihen nacheinander 

rf = 1, d = 2, ci = 3, , d = m — 2, 

so ergeben sich aus 2) die besonderen Reihen der Dreiecks-, Vier- 
ecks-, Fünfecks-, , m-Eckszahlen; aus 5) jene der dreiseitigen, 

vierseitigen, fünfseitigen, , m-seitigen Pyramidalzahlen. 

bj Die Polygonalzahlen oder figurierte Zahlen der ersten 

Ordnung. 

Für die Reihe der Polygonalzahlen hat man: 

1, 2 + cZ, 3 + 3d, 4 + 6d, 5 + lOd, .. . 

(2 — d)n + rfn2 (3 — d) w+ 3 n« 4-dn» 

Für d = m — 2 ergeben sich hieraus die m-Eckzahlen; diese 
bilden also die Reihe: 

1, TU, 3 m — 3, 6 m — 8, 10 m — 15 , 

hiefür findet man 

(m — 2) n^ — (w — 4)71 (m — 2) n» + 3 n« — (m — 5) n 

Un^l= y Sn = 

Wird hierin nach und nach m = 3, 4, 5, 6, gesetzt, so 

folgt für die 

Dreieckszahlen 1, 3, 6, 10, 16, 21, 28, 

n{n + l ) n(n + l)(n + 2) 
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Viereckszahlen 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 



2 n(w + l) (2n4-i) 

Fünfeckszahlen 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70,.... 



n{Bn-l) n^n + l) 
t^«-i = 1 ' s^ = ^— ; 

Sechseckszahlen 1, 6, 15, 28, 45, 66, 91, 120, 

Un-i=n{2n — l\ 5n = -n(n + l)(4n— 1) u. s. w. 

o 

<:) Die Pyramidalzahlen oder figurierte Zahlen der zweiten 

Ordnung. 

Für die Reihe der Pyramidalzahlen hat man: 

1, 3 -f d, 6^^d, 10 + 10 d, 16 + 20 d, , 

3— d , 1 , , d , 



8, 



_ (4— d)n {lt—d)n^ (2 + d) n» d_n4 

~" 12 "'" 24 1" 12 "*" 24r* 



Für d = m — 2 ergeben sich hieraus die m-seitigen Pyramidal- 
fahlen; diese bilden also die Reihe: 

1, m + 1, 4 m — 2, 10 m — 10 

hiefür findet man 

6 — m ,14 — m^, m „,m — 2 ^ 

Wird hierin nach und nach m = 3, 4, 5, 6, gesetzt, so 

folgt für die 

dreiseitigen Pyramidalzahlen 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 

_7i(«+l)(n + 2) ^ _ n(n+l)(n + 2)(n4-3) 

vierseitigen Pyramidalzahlen 1, 5, 14, 30, 55, 91, 140, 

_ n(n + l) (2n+l) r»(n + l)«(n + 2) 

fünfseitigen Pyramidalzahlen 1, 6, 18, 40, 76, 126, 196, 

7i2(?i + 1) 71 (n + 1) (n + 2) (3 n 4- 1) 



— 376 



d) Geometrische Darstellung der Polygonalzahlen oder 

m-Eckzahlen. 

Es soll noch der Grund angeführt werden, warum die Glieder 
der Reihe 

1 , m, 3 m — 3, 6 m — 8, 1 w — 15, 

m-Eckzahlen genannt werden. Das Schema der Reihe ist 



1, m, 3 wi — 3, 

m — 1, 2 m — 3, 3 m 
m — 2, m — 2, 



6m — 8, 10m — 15, .... Hauptreihe, 

-5, 4 m — 7, 1. Differenzreihe, 

m — 2, 2. Differenzreihe. 



Konstruiert man ein reguläres m-Eck ABB B (Fig. 29) 

und verlängert beliebig die durch eine Ecke Ä gehenden Seiten 
und Diagonalen desselben, trägt auf diesen Verlängerungen Seiten 

beziehungsweise Diagonalen beliebig oft nach C, D, K, auf 

und verbindet die aufeinander folgenden Punkte C, C, (',.... , ebenso 

D, D, I), u. s. w. durch gerade 

Flg. 29. Linien, so sind diese, wie sich leicht 

ergibt, den Polygonseiten parallel und 

BB = ~CC = -I)D=^-EE..., 

2 3 4 

Führt man durch die Punkte B,C,D^.., 
Parallele zu den in A sich schneiden- 
den Polygonseiten und Diagonalen, so 
werden die Strecken C C in zwei, die 
Strecken DD in drei, die Strecken 
E E in vier .... gleiche Teile geteilt. 
Aus dieser Konstruktion kann 
man folgende Schlüsse ziehen: 

cc) Jeder der Umfange B BB,,., 

CCC\.,., DDD u. s. w. enthält 

m — 2 Seiten, weil die zwei in ^1 zusammenstoßenden Seiten des m-Ecks 
entfallen. Die Seitenzahl dieser ohne Ende fortgehenden Umfange 
stellt also die beständige Differenz m — 2 der Hauptreihe dar. 

ß) Betrachtet man die Anzahl der Durchschnittspunkte auf jedem 
dieser Umfange, so ergibt sich: 

auf dem Umfange BBB liegen m — 1 Punkte, weil die 

Spitze A des m-Ecks fehlt; 

auf dem Umfange C C C liegen die m — 1 mit C bezeich- 
neten Punkte und auf jeder der m — 2 Seiten ein Zwischenpunkt; 
im ganzen also {m—\)-\-{m — 2) = 2m — 3 Punkte; 
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auf dem Umfange D DD liegen die m — 1 mit D be- 
zeichneten Punkte und auf jeder der m — 2 Seiten zwei Zwischen- 
punkte; im ganzen also (w — 1) + 2 (w — 2) = 3 m — 5 Punkte; 

Setzt man dies fort, so zeigt sich, daß die Anzahl der auf den 
einzelnen Umfangen liegenden Schnittpunkte die erste Differenzreihe 

m — 1 , 2 m — 3, 3 m — 5, 4 r/i — 7, 

der Hauptreihe darstellt 

y) Werden endlich nach und nach die Punkte zusammengefaßt, 
welche in J., in A und im ersten Umfange, in A und in den zwei 
ersten Umfangen u. s. w. liegen, so ergeben sich die Glieder, der 
Hauptreihe selbst, nämlich 

1 , rriy S m — 3, 6 w — 8, , 

wodurch die Benennung der Zahlen gerechtfertigt ist. 

15. Ableitung von Fehlergesetzen bei der Annahme einer end- 
lichen Anzahl von unabhängigen Elementarursaohen. 

aj Allgemeine Bemerkungen. 

Jedes Ereignis wird in einem bestimmten Zeitpunkte, in einem 
bestimmten Punkte einer Bahn oder Strecke, einer Fläche oder des 
Raumes, in einem bestimmten Zeit-, Lage- oder Zustandsverhältnisse 
zu anderen Ereignissen u. s. w. durch das Zusammenwirken be- 
stimmter bekannter oder unbekannter Ursachen hervorgerufen. Jedes 
Ereignis ist der Erfolg der Resultierenden aller das Ereignis beein- 
flussenden Ursachen. 

Würden alle für und gegen das Zustandekommen eines Ereig- 
nisses wirkenden Ursachen bei jeder Wiederholung des Ereignisses 
in der mittleren, daher gleichen Richtung, mit der mittleren, daher 
gleichen Intensität, in den mittleren, daher denselben Zeitverhält- 
nissen u. s. w. einwirken, so müßte das Ereignis bei jedesmaliger 
Wiederholung in demselben Punkte einer Strecke u. s. w. eintreten. 
Jener Punkt, in welchem das Ereignis bei Zugrundelegung dieser An- 
nahmen eintreffen würde, soll allgemein Mittelpunkt, beim Schießen 
mittlerer Treffpunkt, genannt werden. 

Nachfolgend soll nur der Fall berücksichtigt werden, bei welchem 
ein Ereignis in einem Punkte innerhalb einer bestimmten Strecke 
stattfinden kann. Diese Annahme erlaubt unmittelbar die Anwendung 
auf die Theorie des Schießens und ist leicht auf alle anderen Fälle 
übertragbar. 
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Die Grundlage für die Aufstellung eines Wahrscheinlichkeits- 
gesetzes bildet die Kenntnis des Einflusses der verschiedenen, für 
und gegen das Zustandekommen eines Ereignisses wirkenden Ur- 
sachen nach Richtung, Zeitverhältnis, Intensität u. s. w., weshalb 
diese Verhältnisse unter bestimmten, möglichst einfachen Annahmen 
hier untersucht werden sollen. 

Beim Schießen haben auf die Lage des Treffpunktes zum mitt- 
leren Treffpunkte z. B. folgende Ursachen Einfluß: Änderungen des 
Abgangswinkels, des Ladungsgewichtes, Änderungen in der Beschaffen- 
heit der Ladung, im Geschoßgewichte, in der Geschoßform, in der 
Luftdichte u. s. w. Da es praktisch ausgeschlossen ist, daß keine Än- 
derungen in den in endlicher Zahl auftretenden Ursachen vorkommen, 
so muß bei jedem Schusse ein anderer Punkt getroffen werden. 

Jede der genannten Änderungen wird selbst durch mehrere 
Ursachen hervorgerufen; so wirken z. B. auf die Änderungen im Ab- 
gangswinkel ein: Änderungen des Erhebungs winkeis, dessen Größe 
selbst wieder von mehreren Nebenumständen abhängt; dann Ände- 
rungen, welche durch das verschiedene Aufstellen des Quadranten 
(Richtbogens) hervorgerufen werden; Änderungen, welche in der un- 
vollkommenen Konstruktion des Quadranten (Richtbogens) ihre Ur- 
sache haben; Fehler, welche durch die Unempfindlichkeit des Qua- 
dranten (Richtbogens) gegen kleine Lageänderungen entstehen, u. s. w. 

Jene Ursachen, welche sich nicht weiter zerlegen lassen, seien 
Elementarursachen genannt; jene Abweichung vom mittleren Treff - 
punkte, welche unter der Annahme entstehen würde, daß sich nur 
eine Elementarursache allein ändert, während alle anderen sich 
in ihrer Wirkung gleich bleiben, sei Elementarabweichung oder 
Elementarfehler genannt Je mehr voneinander unabhängige Ele- 
mentarursachen auf das Zustandekommen eines Ereignisses wirken, 
desto wahrscheinlicher ist es, daß sich die Wirkungen derselben gegen- 
seitig aufheben, desto wahrscheinlicher sind daher auch kleine Ab- 
weichungen. Bei der Annahme unendlich vieler voneinander unab- 
hängiger Elementarursachen ist es am wahrscheinlichsten, daß sich 
die Wirkungen derselben gegenseitig vollkommen aufheben; es gibt 
also bei dieser Annahme keine Streuung. 

Aus dem Gesagten geht hervor, daß die folgenden Betrachtungen 
den Einfluß einer endlichen Anzahl von unabhängigen Elementarur- 
sachen behandeln werden und daß daher in den verschiedenen Fällen 
eine verschiedene Anzahl der selben in Betracht kommen wird. 
Es wird deshalb nebst Intensität und Art auch die Anzahl der Elementar- 
ursachen die Form des Wahrscheinlichkeitsgesetzes bedingen. 
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Ist die Anzahl der unabhängigen Elementarursachen und ihre 
Wirkung vollkommen klar, dann kann man, wie dies beim Beispiele 
mit den drei Würfeln gezeigt wurde, auch ein Gesetz aufstellen, 
welches verläßliche Antworten auf gestellte Fragen gibt. Oelingt es 
nachzuweisen, daß die Anzahl der unabhängigen Elementarursachen 
keinen wesentlichen Einfluß auf das Oesetz hat, so kann man bei un- 
bekannter Anzahl derselben eine beliebige endliche Anzahl als Grund- 
lage annehmen und auf um so genauere Resultate rechnen, je kleiner 
der Einfluß der Anzahl der Elementarursachen ist. 

Als Grundlage für die Aufstellung des Gesetzes wird der Ein- 
fachheit halber die Annahme gemacht, daß alle in Betracht kommen- 
den unabhängigen Elementarursachen sich an dem Zustandekommen 
des Ereignisses in ganz gleicher Weise beteiligen. Wirken also n un- 
abhängige Elementarursachen für das Zustandekommen des Ereig- 
nisses zusammen und schaltet man n — 1 unabhängige beliebige Ele- 
mentarursachen aus, so daß das Ereignis nur durch eine einzige der 
n Elementarursachen hervorgerufen wird, so ist mit Rücksicht auf die 
obige Annahme die Wirkung in jedem Falle die gleiche. 

bj Gesetz der zufälligen Abweichungen bei der Annahme 

einer Elementarursache. 

Für den Fall, als nur eine einzige Elementarursache ein Ereignis 
hervorruft, gelte noch die Annahme, daß das Ereignis innerhalb einer 
bestimmten Strecke AB (Fig. 30) hervorgerufen werden muß, und 
zwar in jedem Punkte dieser Strecke mit gleicher Wahrscheinlichkeit. 
Bezieht man die Funkte 

der Strecke Ä B, in wel- ^'^' ^^• 
chen das Ereignis statt- 
finden muß, auf den Hal- 
bierungspunkt M der- ;^| Pj ^ | E| IG > ^ q 

selben, so ist nach dem 



<« — 



^ — — 3 so — «<•— ••• flgo 



Gesagten die Wahrschein- 



• i 
3, .M..4.32-W 

lichkeit für das Zustande- U - a,oo -^- * aioo 

kommen des Ereignisses 

im Abstände x von M bei Einwirkung nur einer Elementarursache 
unabhängig vom Werte x, also für alle möglichen Werte von x 
zwischen — Oioo und +^ioo gleich. Da die endliche Strecke AB aus 
unendlich vielen Elementen dx zusammengesetzt ist, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit dP für das Eintreten des Ereignisses in einem be- 
stimmten Elemente dieser Strecke oder im Intervalle {x, 0; + ^^) 
unendlich klein; es ist 



— aso — 

• dx dx 

An 2aioo 

In diesem Bruche repräsentiert dx die Anzahl der günstigen Fälle 
und AB = 2 ajoo die Anzahl der möglichen Fälle. 

Aus Gleichung 1) folgt für das Fehlerverteilungsgesetz oder für 
die Fehlerhäufigkeit die Formel 

2) -j~ =zy = == konstant, 

Übereinstimmend mit dem für y auf Seite 353 gefundenen Ausdrucke, 
mit Rücksicht darauf, daß a die Bedeutung von a^oo bat. 

Die der Einwirkung einer einzigen Elementarursache zugesprochene 
Eigenschaft, daß das Ereignis in jedem Elemente der Strecke AB 
mit gleicher Wahrscheinlichkeit eintreten kann, scheint in vielen 
Fällen mit der Wirklichkeit übereinzustimmen. Im Beispiele mit den 
3 Würfeln bedeutet jeder der Würfel eine Elementarursache; die dort 
einwirkenden 3 Elementarursachen besitzen die erwähnte Eigenschaft, 
denn durch jeden der 3 Würfel können die Zahlen 1 bis 6 mit 
gleicher Wahrscheinlichkeit geworfen werden. 

Zur weiteren Aufklärung über die einer Elementarursache zu- 
gesprochenen Eigenschaften soll die Wahrscheinlichkeit Pde für das 
Eintreten des Ereignisses innerhalb einer gegebenen endlichen Strecke 
DE betimmt werden; diese ergibt sich aus der Gleichung 1) mit 



3) 



für die Wahrscheinlichkeit Pab, daß das Eintreten des Ereignisses 
irgendwo innerhalb der Strecke AB erfolgt, resultiert 

I ^ "lOO ^ ^100 

was mit der ursprünglichen Annahme übereinstimmt; denn es wurde 
vorausgesetzt, daß das Ereignis durch eine einzige Elementarursache 
innerhalb der Strecke A B hervorgerufen werden muß. 

Auf die üblichen Bezeichnungen beim Schießen übergehend, sei 
der Halbierungspunkt M der Strecke AB der mittlere Treffpunkt, 
die ganze Strecke AB^ innerhalb welcher der Treffer liegen muß, 
die 100-prozentige Streuung «joü» ^^^ Abstand — aj, -(-02, x u. s. w. 
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eines Treffers vom mittleren Treffpunkte die Abweichung, endlich der 
größte mögliche Abstand — »loo beziehungsweise -|- ''loo eines Treffers 
die 100-prozentige Abweichung. Die Ausdehnung einer zum mittleren 
Treffpunkte M symmetrisch liegenden Strecke FG, welche durch 

einen Schuß mit der Wahrscheinlichkeit — getroffen werden kann, 

wird bekanntlich die 50-prozentige oder wahrscheinliche Streuung »50 

und die halbe 60-prozentige Streuung -|^=a5o die 50-prozentige oder 

wahrscheinliche Abweichung genannt. 

Die 50-prozentige Streuung folgt der Definition zufolge aus 



5) 




2a5o 8 



50 

^100 ^100 

— «BÖ 



mit «50 = ^*100» was in der Natur der Annahme liegt. 

Bei Einwirkung nur einer Elementarursache ist also die 50-pro- 
zentige Streuung gleich der halben 100-prozentigen Streuung. Dieses 
Resultat stimmt mit dem auf Seite 353 gefundenen Resultate über- 
ein, wo als Fehlerwahrscheinlichkeitskurve eine Strecke parallel zur 
Fehlerachse angenommen wurde. 

c) Gesetz der zufälligen Abweichungen bei der Annahme 
von zwei unabhängigen Elementarursachen. 

Sei für einen bestimmten Fall die Abweichung, welche von 
einer der beiden unabhängigen Elementarursachen allein hervorge- 
rufen würde, a^i; die Abweichung, welche durch die andere Elemen- 
tarursache allein hervorgerufen würde, sei x^, so wird durch das 
Zusammenwirken beider Elementarursaohen die Gesamtabweichung 
x = Xi ■•\- a?2, algebraisch gedacht, hervorgerufen. 

Mit Rücksicht auf die Eigenschaft, welche der Wirkung einer 
Elementarursache beigelegt wurden, liegen die Werte von Xi und von 
ccg zwischen — aJä und +^So» jeder beliebige Wert sowohl von ic, 
als auch von x^ innerhalb der angegebenen Grenzen hat die gleiche 
Wahrscheinlichkeit für sich. Selbstverständlich wird der größte Wert 
von a;=a$5J) den größten Werten yonxi=a^^ und x^ = a^^ entsprechen; 
daher muß 

± ^iS) = ± («a + aiä) = ± 2 a^ und s^ = 2 ^^ sein. 

Durch zwei unabhängige Elementarursachen kann eine bestimmte 
Abweichung x = x^-\-x^ auf versehiedene Art hervorgerufen werden; 
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denn es können sich die Werte x^ und oc^ bei Einhaltung der Be- 
dingung x = Xi'{-X2 innerhalb bestimmter Grenzen ändern. Der größte 



a 



(2) 



Wert, welchen a, (a,) erreichen kann, ist offenbar <> = -f- und in diesem 



a 



(2) 



an- 



Falle muß gleichzeitig x^ (xi) den kleinsten Wert q^ = x — — - 

nehmen. 

Die Elementarabweichungen Xi und x^ können also bei einem 



,2) 



»100 



an- 



bestimmten Werte von x alle Werte zwischen -^ und x - 

2 z 

nehmen. Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten der Abweichung x 

beim Zusammenwirken zweier unabhängiger Elementarursachen ist 

Fig. 31. 






A 



Ml 



->. 



<i 



(2) 



ci 



H 



+a5> 



2 



2 



proportional der Anzahl der zulässigen Werte von Xi (x^), also pro- 
portional der Streckenlänge 



^100 



-{x,-fya'--x. 



Da nun x alle unendlich vielen Werte zwischen — a^ und 
■\-a% annehmen kann, so ist die Wahrscheinlichkeit dP^ eine be- 
stimmte Gesamtabweichung x zu erreichen oder die Wahrscheinlich- 
keit, daß die Gesamtabweichung zwischen x und x-\-dx liegt, un- 
endlich klein, also: 



6) 



dP= 



ia^iQ — x)dx 



t'2 



Die Konstante c^ muß offenbar von zweiter Dimension sein, 
weil die Wahrscheinlichkeit stets eine absolute Zahl ist. 

Zu der Formel 6) gelangt man auch auf folgende Weise : Wird an- 
genommen, daß das Ereignis durch eine Elementarursache im Punkte C 
(Fig. 31) im Abstände x^ von M und von der zweiten Elementarur- 
sache im Punkte D im Abstände x^ von M hervorgerufen worden wäre, 
so ist es naheliegend, daß durch das Zusammenwirken der beiden, 
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mit gleicher Intensität einwirkenden Ursachen das Ereignis im Hal- 
bierungspunkte H zwischen C und D hervorgerufen wird, also im 

Abstände x = --^—^ von M, 

2 

Man kann daraus folgern, daß das von zwei Elementarursachen 
hervorgerufene Ereignis stets dann im Punkte H hervorgerufen wird, 
wenn die beiden Elementarursachen, für sich allein betrachtet, das 
Ereignis beiderseits in gleichen Abständen von H hervorrufen. Da 
nun das Ereignis außerhalb von AB nicht stattfinden kann, so ent- 
spricht jedem Punkte der Strecke HB = aiS) — x ein Punkt C im 
gleichen Abstände links von H; diese beiden Punkte zusammen er- 
geben stets denselben Punkt H. Die Anzahl der günstigen Fälle ist 
daher proportional HB=^af^ — x^ die Wahrscheinlichkeit für das 
Hervorrufen des Ereignisses im Punkte iT mit der Gesamtabweichung a; 
ist daher auch proportional aiä — ic; man hat also wie ob^n 

Wenn auch die Verhältnisse bei zwei Elementarursachen keinen 
besonderen Scharfblick erfordern, so steigern sich die Schwierigkeiten 
selbstverständlich mit der Zunahme der Elementarursachen, weshalb 
die Untersuchung nochmals an Hand einer graphischen Darstellung 
vorgenommen und überdies der Fall erörtert werden soll, bei welchem 
ein Ereignis in einem bestimmten Abstände von der Geraden BD 
{F\g,hZ) beim Zusammenwirken von zwei unabhängigen Elementar- 
ursachen eintreten kann. Es sollen die senkrechten Abstände Xi der 
Punkte der Geraden g^ von B D in der Länge zwischen — aiä und 
-f «ilo alle möglichen Elementarabweichungen vorstellen, welche durch 
eine Elementarursache allein hervorgerufen werden können, ferner die 
Abstände x^ der Punkte der Geraden g^ ebenso alle Elementarab- 
weichungen, welche durch die zweite Elementaruriache allein verur- 
sacht werden können. 

Bei der Annahme, daß dyrch eine Elementarursache das Er- 
eignis im Punkte ^1 im Abstände -^Xi von BD eintritt, ferner durch 
die zweite Elementarursache im Punkte i?2 im Abstände + x^ von 
BD hervorgerufen wird, gelangt man zum Punkte R, in welchem 
das Ereignis durch das Zusammenwirken der beiden Elementarur- 
sachen stattfindet, auf folgende Weise: man zieht nämlich durch i?i 
eine Parallele zu g^, durch B^ eine Parallele zu gi und erhält im 
Schnittpunkte den Punkt R; der Abstand desselben von BD beträgt 

X — Xi — |— X2. 
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Alle Punkte, welche den gleichen Abstand x von BD haben, 
liegen in der durch R zu BD gehenden Parallelen MiM^ und man 
findet für jeden Punkt Q dieser Geraden die beiden zugeordneten 
Punkte Qi, Q^ in gi und 92, wenn zu diesen beiden Bezugslinien Pa- 
rallele gezogen werden. Auf diese Weise kann man für die Punkte 
R, Q u. s. w. der Strecke M^ M^ die zugeordneten Punkte /?i, 2?2 ; 
Qu ö« u- s. w. bestimmen. Die Abweichung x = Xy-^x^ kann also 
•ebenso oft vorkommen, als die Strecke Mi M^ Punkte enthält. Zwei 
benachbarte, zu den Werten x und x-\-dx gehörende Strecken M^ M^ 
und Ml M2 schneiden aus dem Dreiecke M^ M^ C einen Elementar- 




100 



100 



streifen M^ M^ M^ M^' heraus, dessen Inhalt M^ M^ . d x beträgt. Die 
Wahrscheinlichkeit, daß die resultierende Oesamtabweichung zwischen jc 
«nd x-^-dx liege, ist daher proportional zu M^ M^.dx; es ist also 

d P= Ol . Ml M^.dx. 

Bezeichnet man im Dreiecke My M^ C das Verhältnis der Grund- 
linie Ml M2 zur Höhe Oioo — ^ ^lit Cg, so ist MiM^ = c^ («i«) — ^), daher 

7) d P= Ci C2 . (aiS) — x)dx = Cq (Ui^ — x) d x. 

Die Konstante c^ muß, weil die Wahrscheinlichkeit stets eine 
absolute Zahl ist, der reziproke Wert einer zweiten Dimension sein, 

/a'2) x)dx 

-daher kann dP=^-^^ — gesetzt werden, übereinstimmend mit 6). 
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Die Walirsoheinlichkeit, mit weloher das Ereignis innerhalb des 
von ^1^2 uiid MiM^ gebildeten endlichen Parallel Streifens zu er- 
warten ist, wenn man die Abstände zwischen N^ N^ beziehungsweise 
MiMf und BD mit — a^ und 4~^a t>ezeichnet, ist nach dem Satze 
von den einander ausschließenden Ereignissen gleich der Summe 
aller Elementarwahrscheinlichkeiten, mit welchen das Ereignis in allen 
Unendlich vielen Abständen x mit den Werten zwischen — o^ und 
-^Of eintritt Setzt man der Einfachheit halber 0^ = ^1009 so ist daher: 

P^ = ^ / (oioo — ic)<^«; 

für einen symmetrischen Parallelstreifen von der Breite 2 a ist dann 

« 2 /^ . , (tai^a — ä^) 



P_^ = -l {a^^ — x)dx = 


Zur Bestimmung der Konstanten c* ist zu beachten, daß das 
Ereignis zwischen — aj^o und 4~^oo vorkommen muß, daß also, wenn 
man auf die Ausdrücke beim Schießen übergeht, die Wahrscheinlich- 
keit für das Treffen eines symmetrischen Parallelstreifens von der 

Breite 2a,^ gleich 1 sein muß. Es ist daher ^^00^00-^100 ^^, 

hieraus folgt e< = afoo> daher ist 

Qv r»» 2qioo a — a» 

^) ^ = 3 

-« «100 

Mittels dieser Gleichung kann man die Wahrscheinlichkeit des 
Treffens eines symmetrischen Parallelstreifens von der Breite 2 a, 

oder auch umgekehrt bei gegebener Wahrscheinlichkeit P die dieser 

Wahrscheinlichkeit entsprechende Breite des symmetrischen Parallel- 
streifens 2 a bestimmen. 

Weil C8 = — = -^— ist, so kann man die Gleichung 7) auch in 

C Oioo 

der Form schreiben 

9) ^p^(«.oo-a;)rfx 

hieraus folgt für das Fehlerverteilungsgesetz oder für die Fehler- 
häufigkeit die Formeil 

10) ^^ = y = ^oo~^ 
' dx ^ c^Qo 

KoB&k, Atugleicbuxg von BeobaohUmgen. n. 26 



Diese Gleiobung stellt auch die Fehlerwahrgoheialichkeita- 
kurve dar. ßcbreibt mao die Gleicbuag in der Form 

80 ist die völlige Übereinstimmang mit der Gleichung 3) aat Seite 338 
(Fehlergeaetz von Simpson) ersichtlich. 

Die Wahrscheinlicbkeitskurve bei Voraussetzung zweier Ele- 
mentarursacheo zerfällt also in die sich scbneideoden Geraden A C 
und S C (Flg. 33), Die Wabrscheinlichkeit, daß die resultierende Ab- 
weicbudg Ewischen x und x-\-dx liege, ist gegeben durch d P= ydx; 
diese Wahrscheinlichkeit ist daher stets der Ordinate y proportional. 

Das Haximum von y eutfüllt für k ^ mit y = 

Fig. 88. 



Die 50-prozentige Streuung »so = 2 «m ergibt sich bekanntlich 
aus Gleichung 6), venu man P^ - setzt, in welohem Falle a in oi. 



=».»o-r^ 



: 029289 flioo und 



a,i^ = 3-4l42aB(„ daher «,00 = 34142 »so folgt. 

Bei Voraussetzung von zwei unabhängigen Elementarursachen 
ist also die 100-prozentige Streuung nahezu gleich der 8'6-fachen 
öO-prozentigen Streuung. 

Setzt man den Wert von a^oo in dlß Gleichung 8), so folgt 



"> --.- u. 



6'83at(ia — o* 
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(i 2 a ^ 
Wird hierin die relative ZieldimeDSiiMi — i=*=5— ^=^ — :=fc ein- 

geführt, so ergibt sich \"\ '[. ' ' , 

'" a 6*83 Ä; &* 

12) P = = 0-2929 & (2 — 0-2929 fe), 

' -a 11-66 ^ ' 

welche Gleichung die Berechnung der Tabelle der Wahrscheinlich- 
.keitstaktoren für symmetrische Parallelstreifen von der relativen 
Breite k zuläßt Die in Spalte 2 der Tabelle X, welche dem zweiten 
Teile dieses Bandes beigegeben ist, eingetragenen Wahrscheinlichkeits- 
faktoren wurden mittels dieser Gleichung berechnet. 

Auf niederem Wege kann man diese Gleichung auf folgende 
Weise ableiten: Nachdem mit Zuhilfenahme der Fig. 32 gezeigt wurde, 
wie durch zwei unabhängige Elementarursachen die Gesamtabweichung 
x^=Xi-\-x^ entsteht, und zwar bei der Voraussetzung, daß Xi und 
^2 die durch die alleinige Einwirkung der einzelnen Elementarur- 
sachen hervorgerufenen Abweichungen sind, kann man zeigen, daß 
jedem Punkte des Viereckes AB CD einer der Fälle x — Xi-\-x^ 
entspricht; die Anzahl aller Punkte des Viereckes entspricht also der ; 
Anzahl aller mögliehen Fälle. 

Fragt man nun nach der Wahrscheinlichkeit, mit welcher die ' * 
Abweichung x zwischen de.n Werten — ai und + a^ liegt, so ist die 
Anzahl der dieser Bedingung günstigen Fälle gleich der Anzahl aller 
jener Punkte des Viereckes AB CD, welche zwischen den Geraden 
^1 N^ und Ml M^ liegen. Die Anzahl der Punkte zweier verschiedener 
Flächen verhalten sich offenbar wie die Flächeninhalte dieser Flächen; 
bezeichnet man daher den Flächeninhalt des ganzen Viereckes mit 
jP und den zwischen den Parallelen Ny^ N^ und M^ M^ liegenden Teil 
desselben mit /, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Schuß 
zwischen die Geraden Ni N^ und Mi M^ fällt, gegeben durch 

D ^ Ml Mi (oioo — «g) ^"^1 -Ni («100 — öPi) 

/x> u . a^oo - 



p^ = ^- = :: 

-a. F BD.a 



100 



da MiMt = BD^^ ^ und N, Nt = BD^^^^—^- ist, so folgt 

«100 «100 

p<H _ 2 Oioo (ai -f «a) — «? — «i / . - 

-<H 2a?oo * . ' ' 

Fuhrt man bierin die Bedingung für einen, symmetrischen Fa- 
rallelstreifen ein, indem man ai = Os = a setzte so ^resultiert irieder 
die Gleichung 8). 

26* 
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d) Gesetz der ^sufälligen Abweichungen bei der Annahme 
von drei unabhängigen Elementarursachen« 

Nimmt man an, wie dies bei zwei Elementarursachen geschah, 
daß von den drei Ursachen jede einzeln in ihrer Einwirkung auf das 



S 




Ereignis vollkommen gleich ist und daB jede dieser Ursachen, für 
sich allein wirkend, die Abweichung Xi beziehungsweise x^ imd x^ 
hervorruft, so folgt für die durch das Zusammenwirken dieser drei 
Elementarursachen resultierende Abweichung x^=Xi-\-x^-\-x^, 

Die Abstände x^ x^^ x^ und x^ beziehen sich auf die zur Papier- 
fläche senkrechte Ebene M^ M^ (Fig. 34). Es wird analog wie in 
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Figur 32 angenommen, daß die senkrechten Abstände der Punkte der 
Achsen gi,g2 und g^ von der Ebene M^M^ die durch je eine Elementar- 
ursache verursachten Abweichungen x^y x^ und x^ darstellen, die in 
ihrer Größe zwischen — aJlo und +^iw ücgön müssen. Die größte 
durch das Zusammenwirken von drei Elementarursachen hervorge- 
rufene Abweichung kann daher den Wert a^ = 3 a% nicht übersteigen. 
Der Kürze halber soll wieder a^oo statt a^ geschrieben werden. 

In der Figur 34 ist ^3 durch die Horizontalprojektion g^ und 
durch die Vertikalprojektion g^' dargestellt, sonst reicht die Horizontal- 
projektion — ausgenommen von Schnitten eines Prismas mit Ebenen, 
von welchen später die Rede sein wird •— vollkommen aus; deshalb 
wurde auch von der üblichen Bezeichnung der Projektionen abgesehen. 

Sind die drei Abweichungen durch die drei Punkte Ri, R^ und 
R^ mit den Abständen x^y x^ und x^ von der Ebene MiM^ gegeben,'") 
so gelangt man durch folgende Konstruktion zu dem resultierenden 
Punkte R im Abstände x=^Xi-\-x^-\-x^ von der Ebene Mi M^ : 

Man zieht durch i?« eine Parallele zu ^1, durch Ri eine Parallele 
zu g^ und erhält im Schnittpunkte Rq dieser beiden Geraden einen 
Punkt, dessen Abstand von Mi M2 gleich Xi-^-x^ ist. Zieht man jetzt 
durch Rq eine Parallele zu ^s und trägt auf derselben das Maß 2^ 
auf, so gelangt man zu dem Punkte J?, welcher der Bedingung 
x = Xi-\-X2-\'Xs entspricht. 

In der Figur ist noch ersichtlich, wie aus den Abweichungen 
XiyX^' und Xs der drei Punkte Ri'yR^ und R^ der Punkt R' gefunden 
wurde, welchem die Gesamtabweichung x' = x^ -\' x^ + x^' zukommt. 

Alle unendlich vielen Kombinationen der Werte Xi und x^ führen 
zu einem Systeme von Punkten, welche in ihrer Gesamtheit das Pa- 
rallelogramm AB CD ergeben. Denkt man sich jetzt von jedem 
Punkte dieses Parallelogramms parallel zu g^ alle möglichen Werte 
von x^ zwischen — o^ und 4~^i«) aufgetragen, so gelangt man zu 
dem Parallelepiped in Figur 34, welches die Eigenschaft hat, daß 
jeder innerhalb dieses Körpers liegende Punkt mit seinem Abstände 
X von der Ebene Mi M^ einer der Kombinationen der zulässigen 
Werte x*i, oi^ und x^ entspricht. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen einer bestimmten 
Abweichung x ist proportional der Anzahl günstiger Fälle, denn die 
Anzahl aller Fälle ist konstant. Alle günstigen Fälle, d. h. alle 
Fälle, bei welchen die Kombination der drei Abstände Xi^ oc^ und x^ 



*) Die Bezeichnung der Strecke O B^ mit o^ wurde in der Figur absichtlich 
unterlaBBen, um nicht ihre Deutlichkeit zu stören. 
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dieselbe Summe x ergeben, liegen in der Schnittfläche der im Ab- 
Stande a: von M^M^ gelegten Ebene N^N^ mit dem Parallelepiped. Zwei 
benachbarte Ebenen, welche zu den Abweichungen x und x-\-dx 
gehören; schneiden aus diesem Körper eine Schicht heraus, deren 
' Rauminhalt proportional der Wahrscheinlichkeit ist, daß die resul- 
tierende Abweichung zwischen x und X'\'dx liege. Die Schnittfigur 

mit JVi'-ATj ist, wenn |a;|>^> die Basis £i^Ö = 5 einer dreiseitigen 

Pyramide von der Höhe aioo — x) die Basis dieser Pyramide ist dem 
Quadrate ihrer Höhe proportional. Es ist also die Wahrscheinlich- 
keit dP^^ daß die Qesamtabweichung zwischen x und x-\-dx liege, 

wenn \x\ > ^^^ ist, 

d Pj = Ci . 6 . d ic = Ci . c, (ajoo — xY ,dx = Cj (ajoo — x^dx. 

Die Konstante c» muß, da die Wahrscheinlichkeit eine absolute 
Zahl ist, der reziproke Wert einer dritten Dimension sein, so daß 
gesetzt werden kann 

13) rfi^i= dx, Ja:|>— -• 



c3 
Für negative Abweichungen x hat man 

14) <JP,-= <^^oo + ^)' dg:, \x^- "•^«^ 



Ist |a:| <^, so ist die Schnittfläche ein Sechseck HJKLMN, 

welches entsteht, wenn man von der Basis der Pyramide mit der 
Höhe «100-— '2? die drei kleinen Dreiecke /i, /t, /s abschneidet. Diese 
Dreiecke sind Grundflächen von drei kleinen Pyramiden mit der 

Höhe -^ — x, welche der großen Pyramide ähnlich sind; die Grund- 

fläche jeder dieser drei Pyramiden ist proportional zu T-^ — o^ • 

Wenn \x\ < ■— ist, so hat somit die Wahrscheinlichkeit für das Vor- 

kommen einer Abweichung zwischen x und X'\'dx den Wert 



(a,o, - xY - 3 (^^^ - xj 



dP, = ^^— ^ -dx. |x|<^ 



oder 

,2 



15) dPt= . ^ , die, \x\<:^ 



FGr die FehlerwahreoheiDliohkeitBkurveu ergeben sich aas 13), 
14) and 15) die Oleiohungen 



16) 



17) 



M>^ 



dPt 

dx " 



<%--') 



= J/ = 



\x\- 



-«IM 



Die Fehlerwafarsolieiiilichkeitskurve setzt sich also aas drei Fa- 
rabelstfioken zusammen, n&mlioh aus dem Parabelstücke A SA' {Fig. 3ö), 

Flg. 36. 



eatsprechend der Gleiobuog 17) und aas den Parabelstficken AB und 
A'B', entsprechend der Gleichung 16). 

Die zwei durcli die Gleichung 16) ausgedrückten Parabeln be- 
röhren, wie man leicht erkennt, die Absziasenacbse im Abstände 
+ 1100 beziehungsweise — «loo vom Koordinatenursprunge 0. 

Die den Parabeln ASA' und BF AG beziehangsweise ASA' 
and B' F' A' G' gemeinschaftlichen Punkte ^ und A' ergeben sich 
durch Koexistenz der Gleichungen 16) und 17). Die Abszissen der 
gemeinsamen Punkte werden bestimmt aus 

2(^ — a;») = (a,„q:a:)« mit x = ±^ .^ 

(fir die Ordinaten der Punkte A und A' hat man daher y = — -^ ■ 
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Aus dem Umstände, daß je zwei Parabeln nur ein gemeinschaft- 
licher Punkt A beziehungsweise A' entspricht, kann man den Schluß 
ziehen, daß sich die Parabeln ^4?^' \aABF AG im Punkte A^ hin- 
gegen die Parabeln AS AI und B'F'A G im Punkte A berühren. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die Abweichung zwischen x und 
X'\-dx liegt, ist gegeben durch das Flächenelement 

ydx _ EF.dx 

Aus dem Gesagten und nach dem Satze von den voneinander 
unabhängigen Ereignissen folgt, daß die Wahrscheinlichkeit für das 
Vorkommen irgend einer Abweichung zwischen den Grenzen — Ogo 
und 4~%o gleich sein muß der zwischen diesen Grenzen liegenden 
Fläche der Fehlerwahrscheinlichkeitskurye, also bei der gemachten 
Annahme gleich der schraffierten Fläche mit dem größeren Inhalte. 

Da der Annahme zufolge nur Abweichungen zwischen — Oioo 
und 4" ^100 zulässig sind, so ist die Wahrscheinlichkeit für das 
Vorkommen irgend einer Abweichung innerhalb — Oj^o und -|-aioo 
gleich 1 und hiemit übereinstimmend auch die zwischen der Kurve 
BASA'B' und der Abszissenachse liegende Fläche gleich 1. 

Die Größe a^^ versinnlicht in diesem Gesetze den Präzisions- 
wert Je größer dieser Wert ist, desto wahrscheinlicher werden 
größere und desto unwahrscheinlicher kleinere Abweichungen, wo- 
mit jedoch nicht gesagt sein soll, daß jemals für einen und denselben 
Fall größere Abweichungen wahrscheinlicher werden als kleinere. 

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit dafür, daß für einen 
bestimmten Fall die Abweichung die Grenzen — a und -\-a nicht 
überschreitet, sind daher die Ausdrücke für d Pj beziehungsweise für 
dP^ und dPi zwischen den gegebenen Grenzen zu integrieren. 

Es ergibt sich als Wahrscheinlichkeit für das Treffen eines sym- 
metrischen Parallelstreifens von der Breite 2 a, wenn \a\ < -^ ist. 



a 

18) P.=:iy(^_x^)da,= 

^fi 



— 1 » €L <1 



Wie bei der Bedingung |a|>-^® vorzugehen ist, zeigt Figur 35. 
Man bestimmt zuerst die durch die Parabel il /Sil' begrenzte Fläche, 
indem man Gleichung 18) für a = -^ spezialisiert. Man erhält so die 
Wahrscheinlichkeit P^ für das Treffen eines symmetrischen Parallel- 
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Streifens von der Breite 2 -^ • Hierauf bestimmt man mit Benützung 

der Gleichung 13) die Wahrscheinlichkeit Pj für das Treffen des 

Streifens DEFA, indem man zwischen den Grenzen -^ und a inte- 

3 

griert, worauf nach dem Satze von den einander ausschließenden Er- 
eignissen resultiert: 

nämlich 



1^) ^=ä (%-^0^^+i I (<^ioo-xydx = 




— ^(«100 — 0^)3 




c3 



a 



Die Konstante c^ kann auf gleiche Weise wie bei zwei Elementar- 
ursachen bestimmt werden. Da keine größere Abweichung wie aioo 
vorkommen kann, ist die Wahrscheinlichkeit für irgend eine zwischen 
-[-«100 u^d — ^00 gelegene Abweichung gleich 1. Setzt man daher in 
Gleichung 19) P=l und a = aioo, so folgt 



I < * " "100 

I 



— -^. daher ist c^ = -rz: alo^, 
27 c» ' 27 ^^ 



Hiemit übergehen die Gleichungen 18) und 19) in 



9 aJooa — a^ a^ 

4 aioo 



OA\ T> ^ "100** <* ^ _^ "'100 

20) ^2 = T 13 ' ^ 



und 

21) P=i_|(^«^^L£^)%>:!m. 

8 ^ aioo '^ ^ 

Um den in den Gleichungen 20) und 21) eingeführten Prä- 
zisionswert ajoo durch den üblichen Präzisionswert aso zu ersetzen, 

ist es zunächst notwendig zu wissen, ob a5o^—„— ist; dann erst weiß 

man, welche der genannten Gleichungen zur Bestimmung von ago 

benützt werden darf. 

Setzt man in Gleichung 20) für a den für diese Gleichung größten 

a 2 1 

zulässigen Wert, nämlich a = -^y so folgt P^ = -->-. die 50-pro- 

3 3 2' 

zentige Abweichung a^o i^auß also kleiner sein als -^ ~ > woraus her- 

3 
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vorgeht, daß in Gleichung 20) die Wahrscheinlichkeit P2 den Wert - an- 

nehmen kann, in welchem Falle a in aso übergeht. Zur Bestimmung 
von agQ kann deshalb die Gleichung benützt werden 



22) 



1^ g gfopas Q— gf 
2 4 Ojoo 



50 



.3 



Da es sich darum handelt, in der Beziehung a5o = aioo^ den 
Wert u zu bestimmen, so hat man in die Gleichung 22) für 050 diesen 
Wert einzusetzen und erhält: 

u — u« = — . 

9» 

hieraus ergibt sich tt = 0'2d5 24. Es ist also ago = 0235 24 oio^, daher 

"^««=77^^ = **^^^^«^- 

Die 100-prozentige Streuung ist demnach nahezu gleich der 
4'26-fachen 50-prozentigen Streuung. 

Setzt man diesen Wert von a^^ in die Gleichungen 20) und 21) 
ein, so resultiert 

oq^ p__9 4-251«oS,a — a3 ^_ 4-251 a^p 

und 

9/<4-261a5o — a^ ^^4-251a5o 

Dividiert man in 23) Zähler und Nenner durch oJq, in 24) innerhalb der 
Klammern Zähler und Nenner durch a^^ und setzt die relative Ziel- 
dimension — = — = — = 4, so folgt 

^60 ^50 *50 

25) ^8 = 0-529 29* — 0-029 29*3, A-< 1*417; 
und 

26) P=l — (1040 04 - 0-244 66 Ä:)8, i>l-417. 

Die beiden Gleichungen 25) und 26) können durch die Tabelle 
der Wahrscheinlichkeitsfaktoren bei Voraussetzung von drei Elementar- 
ursachen repräsentiert werden. Die Zahlen der Spalte 3 in Tabelle X 
wurden mittels dieser Gleichungen gerechnet und zeigen, daß sie so- 
wohl von den in Spalte 4 eingetragenen als auch von den für das 
Gaußsche Fehlergesetz gültigen Zahlen (Tabelle II) sehr wenig ab- 
weichen. 



r>A\ P-1 V4-261a5o — ay 4-251 a5o _ 

24) P_i^-(^_^,-_ j, a>— ^^— -1417a5o. 
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e) Gesetz'der zufälligen Abweichungen bei der Annahme von 
vier und mehr unabhängigen Elementarursachen. 

Bei Voraussetzung von vier Elementarursachen, von welchen 
jede für sich allein wirkend die Abweichung Xi beziehungsweise 
o^si Xz und OS« hervorruft, wird das Zusammenwirken dieser viör Ur- 
sachen die Abweichung ic = iCi + a^ + iCs -f- CC4 zur Folge haben. Be- 
deutet o^ä die größte Abweichung, welche durch eine der Elementar* 
Ursachen hervorgerufen werden kann, so ist die größte Abweichung 
^1009 welche durch das 
Zusammenwirken dieser 
vier Elementarursachen 

resultiert, Ojoo = * ötJJo- 

Die Vorstellung aller 
Variationen, welche bei 
Annahme von vier Ur- 
sachen vorkommen kön- 
nen, wird durch die Figur 
36 unterstützt Stellen alle 
Punkte des Körpers K 
die Variationen der Zu- 
sammensetzungen von 
drei Elementarursachen 
vor und tritt eine vierte 
Elementarursache dazu, 
welche allein eine Abwei- 
chung Xi zwischen — a^J^ 
und +ötioo hervorrufen 
kann, so muß man jeden 
der unendlich vielen 
Werte von x^ mit allen 
Punkten des Körpers K 
kombinieren, um alle möglichen hier in Betracht kommenden Varia- 
tionen zu erhalten. Um nur jene Variationen aufzufinden, welche ein 

bestimmter Wert von X4, z. B, der Wert X4 = a'<: -J^ ergibt, muß 

man von jedem Punkte des Körpers ^ entsprechend der Richtung der 
Streuung senkrecht auf A/i ^^2 diesen Abstand a' auftragen; das Resultat 
wird ein dem Körper K kongruenter Körper K' sein, welcher der 
Übersicht halber etwas tiefer gezeichnet wurde. Bei diesem Vorgang» 
erhält man für jeden Wert von x^^ einen solchen Körper und man 
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kann sich diese Körperschar so versinnlicht denken, daß man jedem 
der unendlich vielen Punkte der Verbindungsgeraden S Si einen 
solchen Körper mit der Spitze in dieser Oeraden zuordnet.^ 

Die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen einer Abweichung x 
wird offenbar proportional sein der Anzahl der Punkte, welche in 
der Ebene Ni N^ (Ni N^) im Abstände x von Mi M^ liegen. 

Ist \x\ > -^, so wird die Ebene N^ Nf die unendlich vielen 

Körper in Dreiecken schneiden, deren größtes durch den Schnitt des 
Körpers K^ entsteht, und welche immer kleiner werden und endlich 
im Schnittpunkte A der Geraden SS^ mit tf^ N^ in einen Punkt 
übergehen. 

Die Wahrscheinlichkeit ctPfür das Vorkommen einer Abweichung x 
ist daher proportional dem Volum einer Pyramide von der Höhe 
ö^ioo — ^1 daher dem Werte (oioo — ^)^l es ist somit 



(«1.0:1:^ d^^ K>^ 



27) ^p^^ V^ioo ^ , ^) j^^ 1^^ 



Die Konstante c^ muß offenbar der Wert einer vierten Dimension 
sein, weil die Wahrscheinlichkeit stets eine absolute Zahl ist. 

Die oben angedeuteten Verhältnisse ändern sich, wie aus Figur 36 

ersichtlich, wenn \x\<:-^ wird, denn in diesem Falle wird die Qe- 

rade SSi nicht geschnitten, die Dreiecksschar beginnt daher nicht 
mit der Fläche Null, sondern mit dem Schnittdreiecke des Körpers K, 
auch werden nur jene Körper in einem Dreiecke geschnitten, welche 
ihre Spitzen zwischen S und /S' haben, während zu den Schnitt- 
flächen der Körper zwischen S' und Si je 3 Dreiecke fehlen, deren 
Größe in der Lage S' mit einem Punkte beginnt und beim Körper Ki 
mit drei Dreiecken enden, welche kongruent sind mit der Schnitt- 

fräche des Körpers K. Bei der Bedingung \x\<i^^ ist daher die 

Wahrscheinlichkeit d P^ für das Vorkommen einer Abweichung x pro- 
portional dem Werte 

die Wahrscheinlichkeit für diese Bedingung ist daher 

28) rfP,= ^^'oo~^>' dx-^-^- dx, Ixl<^. 

Bei Annahme von vier Elementarfehlem besteht die zugehörige 
Fehlerwahrscheinlichkeitskurve aus vier kubischen Parabelbögen, 
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welche sich nicht nur mit ihren Tangenten, sondern auch mit ihren 

Krümmungen stetig aneinander und an die Abszissenachse anlegen. 

Für das Treffen eines symmetrischen Parallelstreifens von der 

Breite 2 a, wobei |a| <-^ ist, folgt aus Gleichung 28) die Wahrschein- 

lichkeit 



\ 1 K(K,-^)»da:-i j {^-xjäx, a 





oder nach Ausführung der Integrationen 



2& 



29) P, = ;r-i(2aJooa-4a,ooa»+8aO, 



für den Fall, wenn \a\ > ^^ ist, folgt aus den Gleichungen 28) und 27) 

für das Treffen eines symmetrischen Parallelstreifens von der Breite 
2 a der Wahrscheinlichkeitswert 



-4, I («100—' 



+ i I («.00 - xYdx, a > ^, oder 



30) P=|%|i_i(i_^y}. a 



^100 
^00 



Um die Konstante c^ zu bestimmen, spezialisiert man die 
Gleichung 30) für einen symmetrischen Parallelsteifen von der Breite 
^^ioo> ▼on welchem bekannt ist, daß er mit der Wahrscheinlichkeit 1 
getroffen wird; es ergibt sich: 

80^ daher c* — -a* 
1 — g ^4 ; aaner c — g «loo- 



Mit Berücksichtigung des Wertes für c^ übergehen die Glei- 
chungen 29) und 30) in: 



31) P. = |^_"^+44^. a<^ 



und 
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100- 8 

1 

Um statt des Präzisiönswertes aioo jenen a^Q einführen zu können, 
mußtöi: die Beziehung^ (i5ö = aioot* der Faktor m bestimmt werden. 

Setzt man in 31) für a den größten zulässigen Wert -~^ ein, so zeigt 

sich, daß a5o<^ ist. Wird sonach die Gleichung 31) für den Wert 

-a = «ßo spezialisiert, wofür P^ den We?t - annimmt, und setzt gleich- 

zeitig aso = aiQQU, so folgt zur Bestimmung Tpn, <e die Gleddbung: 

2 3 3 ' ' 

daher, ist w== 0-20136, also «501= 0*201 36 aioo und a^oo = 4'966 23a5o. 
' Führt man den gefundenen Wert von »loo in die Gleichungen 31) 

und 32) ein und setzt — = Ar, so resultiert zur Bestimmung der Wahr- 

scheinlichkeit für das Treffen eines symmetrischen Parallelstreifens 

Pj = 0-536 06 fc — 0043 586 Ä» + 0006 675 9 A;* k < 2-483 

und 

Pi = 1 — - (1 — 0-201 36 fe)*, k > 2-483. 

Wie man sich leicht überzeugen kann, stimmen die aus diesen 
Gleichungen folgenden und in Spalte 4 der Tabelle X eingetragenen 
Resultate beinahe mit den aus dem Laplaceschen Integral hervor- 
gehenden Zahlen (Tabelle II) überein. 

Eine Ausdehnung des Problems auf fünf und mehr Elementar- 
Ursachen erscheint daher schon aus diesem Grunde als überflüssig; 
außerdem werden auch die Formeln mit der Zunahme der Ursachen 
stets komplizierter. Die Fehlerwahrscheinlichkeitskurve besteht bei 
fünf Elementarfehlem aus fünf Parabelästen von der vierten Ordnung, 
welche sich an den Übergangsstellen mit ihren drei ersten Differen- 
tialquotienten stetig aneinander anschließen. Der Fehlerbereich auf 
der Abgzissenachse. beträgt bei fiinf Elementarfehlern a,oo = 5a{ä. 

Die Tabelle X läßt — wenn man sich auf eine Untersuchung der 
Verallgemeinerung nicht einlassen will — vermuten, daß sieb die Zahlen 
derselben bei der Steigerung der Anzahl von Elementarursachen einer 
<Jrenze nähern, welche mit den aus dem Laplaceschen Integral hervor- 
gehenden Zahlen übereinstimmt; diese Übereinstimmung ist aber 
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bereits bei vier Elementarar3.ac^.QPi^a|iezu. erreicht Die Anzahl der 
Elementarursachen hat daher keincM^tj^pBenawerten Einfluß auf das 
Resultat) weshalb bei Aniprendong der: abgeleiteten Relationen mit 
Zugrundelegung von drei ödör vier Elementarursachen mehr als hin- 
länglich genaue Resultate 2U' er waftiBn^ bind. 

Man kann folgen^dQ all^e]:i^£^ij(}p.^,Angaben machen: 
Die Dispersion des Qe^a^tfiBhlftr^. wird mit jedem hin- 
zukommenden .Elementarfehler einfe breitere. Der Fehler- 
bereich auf der Abszissenachse beträgt nämlich bei n-\-l Elementar-. 

fehlem (n-f-l)o5S« 

Die Fehlerwahrscheinlichkeitskurve wird mit jedem 
hinzukommenden Elementarfehler je um. einen Grad stetiger. 
Sie besteht nämlich bei n-\-l Elementarfehlern aus n -^ 1 Parabel- 
ästen von der n-ten Ordnung, welche sich an den Übergangsstellen 
mit ihren n — 1 ersten Differentialquotieuten stetig aneinander an- 
schließen. 

In . dei: Grenze für n=oo wird man dementsprechend eine 
Fehlerwahrscheinlichkeitskurve zu erwarten haben, die sich nach 
beiden Seiten hin ins Unendliche erstreckt und die mit ihren sänit- 
lichen Differentialquotienten stiätig verläuft. Eine solche Kurve ist 
durch das G au ß sehe Fehlerge^etz gegeben. 

In dem Werke »Festsichrift Ludwig Boltzmann gewidmet 
zum sechzigsten Geburtstage 20. Februar 1904" Leipzig 1904, 
gibt A. Sommerfeld in einem Aufsatze (Seite 848 bis einschließlich 
859) eine Ableitung des Gauß scheu Fehlergesetzes, welche gleich- 
falls von der Hypothese der Elementarfehler ausgeht. Sommerfeld 
gelangt zu ähnlichen Resultaten, wie sie in diesem Punkte nach 
Oberst Sohöffler gefunden wurden. Am Schlüsse des genannten Auf- 
satzes sagt Sommerfeld: 

Da Jin Wirklichkeit die Anzahl der eine Beobachtung beeinflussen- 
den Elementarfehler nicht unendlich groß sein dürfte, da ferner sehr 
große Gesamtfehler im allgemeinen nicht nur sehr unwahrscheinlich, 
sondern überhaupt unmöglich sind, so dürfte im allgemeinen eine 
unserer Pehlerkurven für ein endliches n der Wirklichkeit besser 
entsprechen als ihr Grenzfall, das Gaußsche Fehlergesetz. Letzteres 
empfiehlt sich gegenüber jenen lediglich durch die größere Einfach- 
heit seiner analytischen Darstellung sowie dadurch, daß es von dem 
meist unbekannten Gesetz der Elementarfehler unabhängig ist, während 
unsere Fehlerkurven bei endlichem n von der besonderen Form dieses 
•Gesetzes abhängen. " 
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Anmerkung. Im Punkte 29 dee Werkes von Gzuber „Theorie der Beob- 
achtungsfehler" Leipzig 1891 ist angeführt: 

Der Ableitung des Fehlergesetzes aus der Hypothese des arithmetischen 
Mittels läßt sich der Vorzug großer Einfachheit und Klarheit nicht absprechen; da- 
gegen haftet ihr der Mangel an, daß sie auf die Natur der Fehler, die Art ihrer 
Entstehung nicht eingeht 

Daraus erklärt sich das Bestreben der Geometer, dem Fehlergesetz eine festere 
Orundlage dadurch zu geben, daß man bei seiner Ableitung auf die innere Natur 
der Fehler, auf ihre Entstehung aus den yerschiedenen Fehlerursachen zurflckgeht 

Was nun die Elementarfehler betrifft, so werden dieselben in mannigfachster 
Weise zur Wirkung kommen. Zunächst wird es eine Klasse von Fehlerquellen geben, 
aus welchen Elementarfehler entspringen, die eines Jeden Wertes zwischen gewissen 
Grenzen fähig sind. Neben dieser Gattung ron Fehlerursachen wird es andere geben, 
welche bei Jeder Beobachtung einen Fehler von derselben Größe, also einen kon- 
stanten Fehler erzeugen. Noch andere Fehlerquellen geben zur Entstehung Ton Eie- 
mentarfehlem Veranlassung, deren Jeder mehrere bestimmte Werte annehmen kann, 
einen Jeden mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit. Während femer manche Fehler- 
quellen bei Jeder Beobachtung zur Wirkung kommen, wird es andere geben, welche 
nur gelegentlich auftreten und dann in der einen oder anderen der angedeuteten 
Weisen sich kennzeichnen. Bei solchen Fehlerquellen tritt die Wahrscheinlichkeit, 
daß sie in Aktion kommen, als neues Element hinzu. 

Ein gewichtiger Umstand liegt in der Anzahl und der relativen Bedeutung 
der bei einer Beobachtung konkurrierenden Fehlerquellen. Die Anzahl wird im all- 
gemeinen um so größer sein. Je komplizierter die Hilfsmittel der Beobachtung und 
Je yerwickelter der dabei befolgte Vorgang ist Mit dem Fortschreiten der Beob- 
achtungskunst ist die relative Bedeutung der einzelnen Fehlerquellen dem Gleich- 
gewichte immer näher gerückt worden. Während zu einer Zeit, wo die Instrumente 
noch unvollkommen waren, einige wenige Fehlerquellen derart überwogen, daß 
die anderen in dem Gesetze des Geäamtfehlers kaum zum Ausdrucke kommen 
könnten, wie dies auch heute bei primitiv angestellten Beobachtungen vorkommen 
mag, erfreuen sich die modernen Hilfsmittel der Meßkunst eines hohen Grades von 
Ebenmäßigkeit, durch welchen die großen Unterschiede in der relativen Bedeutung 
der Elementarfehler aufgehoben sind. Wenn nun hier eine große Anzahl von Fehler- 
quellen naohweisbsr ist, so folgt daraus von selbst, daß Jede einzelne nur geringe 
Bedeutung haben kann im Vergleiche zum Gesamtfehler, insbesondere, daß dieEle- 
mentariehler einzeln zwischen sehr engen Grenzen sich bewegen müssen. 

Eine weitere wichtige Frage geht dahin, ob die verschiedenen Fehlerquellen 
unabhängig voneinander wirken; denn dadurch ist die Anwendbarkeit der Regeln 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung wesentlich bedingt. Bei einer Klasse von Fehler- 
quellen vermag man einen Zusammenhang nicht zu erkennen und sie bilden ohne 
Zweifel die Mehrheit aller. Dagegen gibt es andere, bei denen eine gewisse Ab- 
hängigkeit nicht zu leugnen ist; so muß bei allen Elementariehlem, welche Ton 
den Schwankungen der Temperatur herrühren, ein gegenseitiger Zusammenhang 
vermutet werden. Aber die Unmöglichkeit, diesen Zusammenhang in Rechnung sn 
bringen, läßt keine andere Wahl übrig, als die Fehlerquellen dieser zweiten, Jeden- 
falls minder zahlreichen Ellasse auch als unabhängig anzusehen. 
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Tabelle I. 

Werte der Funktion «P(aÄ) 



YnJ 



-^dt 



ah 



(ah) 



Diff. 



ah 



<^{ah) 



Diff. 



ah 



0iah) 



Diff. 



0-00 
001 
0-02 
003 
004 

005 
0-06 
0-07 
008 
0*09 

010 
0-11 
012 
0M3 
014 

015 
0-16 
017 
0-18 
019 

0-20 
021 
0-22 
0-23 
0-24 

0-25 
0-26 
0-27 
0-28 
0-29 

0-30 
0-31 
0-32 
0-33 
0*34 



0-00000 00 
0-01128 33 
0-02256 44 
0-03384 10 
0-04511 09 

0-0563718 
006762 15 
0-07885 77 
0-09007 81 
0-10128 06 

0-11246 30 
0-12362 30 
0-13475 84 
0-14586 71 
0-15694 70 

0-16799 69 
0-17901 17 
0-18999 23 
0*20093 57 
0-21183 98 

0-22270 25 
0-23362 18 
0-24429 58 
0-25502 25 
0-26570 00 

0-27632 63 
0-28689 97 
0-2974182 
0-30788 00 
0*31828 34 

0-32862 67 
0-33890 81 
0*34912 59 
0*35927 85 
0-36936 44 



1128 33 
112811 
1127 66 
1126 99 
1126 09 

1124 97 
1123 62 
1122 04 
1120 25 
111824 

1116 00 
1113 54 
1110 87 
1107 99 
1104 89 

110158 
1098 06 
1094 34 
1090 41 
1086 27 

1081 93 

1077 40 
1072 67 
1067 75 
1062 63 

1057 34 
1051 85 
1046 18 
1040 34 
1034 33 

102814 
1021 78 
101526 
1008 69 
100175 



0-36 
0-36 
0*37 
0-38 
0-39 

0*40 
0-41 
0-42 
0-43 
044 

0-45 
0-46 
0-47 
0-48 
0-49 

0*50 
0-51 
0-52 
0-53 
0-54 

0*65 
0*56 
0-57 
0-58 
0*59 

0*60 
0-61 
0*62 
0-63 
0*64 

0-65 
0-66 
0*67 
0-68 
0-69 



37938 19 
0-38932 96 
0-39920 69 
0*40900 93 
0-41873 85 

0-42839 22 
0-43796 90 
0-44746 76 
0-45688 67 
0*46622 61 

0-47648 18 
0-48465 55 
0-49374 52 
0-50274 98 
0*51166 83 

0-62049 99 
0*52924 37 
0-53789 87 
0-54646 41 
0*56493 92 

0-56332 33 
0-5716157 
0-57981 68 
0-58792 29 
0-59593 65 

0-60385 61 
0-61168 12 
0*61941 14 
0-62704 63 
0-63458 57 

0*64202 92 
0-64987 65 
0*65662 75 
0-66378 20 
0-67083 99 



994 77 
987 63 
980 34 
972 92 

966 37 

967 68 
949 86 
94191 
933 84 
925 67 

917 37 
908 97 
900 46 
89185 
883 16 

874 38 
865 50 
856 54 
847 51 
838 41 

829 24 
820 01 
810 71 
80136 
79196 

782 51 
773 02 
763 49 
753 94 
744 35 

734 73 
725 10 
715 45 
706 79 
696 11 



0-70 
0-71 
0*72 
0-73 
0-74 

0-75 
0*76 
0-77 
078 
0-79 

0*80 
0-81 
0-82 
0-83 
0-84 

0-85 
0-86 
0-87 
0-88 
0-89 

0-90 
091 
0-92 
0*93 
0*94 

0-95 
0-96 
0-97 
0-98 
0-99 

1-00 
101 
1-02 
1-03 
1*04 



0-6778010 
0-68466 54 
0-69143 30 
0-69810 38 
0-70467 80 

0-71115 66 
0*71753 67 
0-7238216 
0*73001 04 
0*73610 35 

0*7421010 
0-74800 33 
0-75381 08 
0-76952 38 
0-76514 27 

0*77066 80 
0*77610 22 
0-78143 98 
0-78668 73 
0*79184 32 

0-79690 82 
0-80188 28 
0-80676 77 
0-81156 35 
0-81627 10 

0*82089 08 
0*82542 36 
0*82987 03 
0-83423 15 
0-83850 81 

0*84270 08 
0*84681 05 
0*85083 80 
0-85478 42 
0*85864 99 



686 44 
676 76 
667 08 
667 42 
647 76 

63811 
628 49 
618 88 
609 31 
599 76 

690 23 
580 75 
67130 
66189 
662 53 

643 22 
533 96 
524 75 
515 59 
506 60 

497 46 
488 49 
479 58 
470 75 
46198 

453 28 
444 67 
436 12 
427 66 
419 27 

410 97 
402 75 
394 62 
386 57 
378 61 



IV — 



ah 

1-06 
1-06 
1-07 
1-08 
1-09 

1-10 
1-11 
1-12 
1-13 
1-14 

1-16 
116 
1-17 
118 
119 

1-20 
1-21 
1-22 
1-23 
1-24 

1-2Ö 
1-26 
1-27 
1-28 
1-29 

1-30 
1-31 
1-32 
1-33 
1*34 

1-35 
1-36 
1-37 
1-38 
1-39 

1-40 
1-41 
1-42 
1-43 
1144 



0(ah) 

0-86243 60 
0-86614 36 
0-86977 32 
0-87332 61 
0-87680 30 

0-88020 50 
0*88353 30 
0-88678 79 
0-88997 07 
0-89308 23 

0-89612 38 
0-89909 62 
0-90200 04 
0-90483 74 
0-90760 83 

0-9103140 
0-91295 55 
0-91553 39 
0-91805 01 
0-92050 52 

0-92290 01 
0-92523 59 
0-9275136 
0-92973 42 
0-93189 87 

0-93400 80 
0-93606 32 
0-93806 52 
0-94001 50 
0-9419137 

0-94376 22 
0-94556 14 
0-94731 24 
0-94901 60 
0-95067 33 

0-95228 51 
0-95385 24 
0-95537 62 
0-95685 73 
0-95829 66 



Diff. 

370 75 
362 97 
355 29 
347 69 
340 20 

332 80 
325 49 
318 28 
31116 
304 15 

297 14 
290 42 
283 70 
277 09 
270 57 

264 15 
257 84 
25162 
245 51 
239 49 

233 1^8 
227 77 
222 06 
216 45 
21093 

205 52 
200 20 
194 98 
189 87 
184 85 

179 92 
175 10 
170 36 
165 73 
16118 

156 73 
152 38 
148 11 
143 93 



ah 

1-45 
1-46 
1-47 
1-48 
1-49 

1-50 
1-51 
1-52 
1-53 
1-54 

1-55 
1-56 
1-57 
1-58 
1-59 

1-60 
1-61 
1-62 
1-63 
1-64 

1-65 
1-66 
1-67 
1-68 
1-69 

1-70 
1-71 
1-72 
1-73 
1-74 

1-75 
1-76 
1-77 
1-78 
1-79 

1-80 
1-81 
1-82 
1-83 



139 84 I 1-84 



0(ah) 

0-95969 50 
0-96105 35 
0-96237 29 
0-96365 41 
0-96489 79 

0*96610 52 
0-96727 68 
0-96841 35 
0-96951 62 
0-97058 57 

0-97162 27 
0-97262 81 
0-97360 26 
0-97454 70 
0-97546 20 

0-97634 84 
0-97720 69 
0-97803 81 
0-97884 29 
0-97962 18 

0-98037 56 
0-98110 49 
0*9818104 
0-98249 28 
0-98315 26 

0-98379 04 
0-98440 70 
0-98500 28 
0-98557 85 
0-98613 46 

0-9866717 
0-98719 03 
0-98769 10 
0-98817 42 
0-98864 06 

0-98909 05 
0-98952 45 
0-98994 31 
0-99034 67 
099073 59 



Diff. 

135 85 
13194 
128 12 
124 38 
120 73 

11716 
11367 
11027 
106 95 
103 70 

100 54 
97 45 
94 44 
9150 
88 64 

85 85 
83 12 
80 48 
77 89 
75 38 

72 93 
70 55 
68 24 
65 98 
63 78 

61 66 
59 58 
57 57 
5561 
53 71 

.5186 
50 07 
48 32 
46 64 
44 99 

43 40 
4186 
40 36 
38 92 
37 51 



ah 0(ah) 

1-85 0-99111 10 

1-86 0-99147 25 

1-87 0-99182 07 

1-88 0-99215 62 

1-89 0-99247 93 

1-90 0-99279 04 

1-91 0-99308 99 

1-92 0-99337 82 

1-93 0-99365 57 

1-94 0-99392 26 

1-95 0-99417 94 

1-96 0-99442 63 

1-97 0-99466 37 

1-98 0-99489 20 

1-99 0-99511 14 

200 0-99532 23 

201 0-99652 48 

202 0-9957195 

203 0-99590 63 

204 0-99608 58 

206 0-99625 81 

2-06 0-99642 35 

2-07 0-99658 22 

208 0-99673 44 

209 0*99688 05 

2-10 0-99702 05 

211 0-99715 48 

212 0-99728 36 

213 0-99740 70 

214 0-99752 53 

215 0-99763 86 

216 0-99774 72 

217 0-99785 11 
2-18 0-99795 06 
2-19 0-99804 59 

2-20 0-99813 72 

2-21 0-99822 44 

2-22 0-99880 79 

2-23 0-99838 78 

2-24 0-99846 42 



Diff. 



36 15 
34 82 
33 55 
32 31 
31 11 

29 95 
28 83 
27 75 
26 69 
25 68 

24 69 
23 74 
22 83 
2194 
2109 

20 25 
19 47 
18 68 
17 95 
17 33 

16 54 
16 87 
15 22 
14 61 
14 00 

13 43 
12 88 
12 34 
1183 
1133 

10 86 

10 39 

9 94 

9 54 

9 13 

8 72 
8 35 
7 99 
7 64 
7 31 



ah 



O {a h) 



Diff. 



ah 



0{ah) 



Diff. 



ah 



0{ah) 



Diff. 



2-25 0-99853 73 
2-26 0-99860 71 
2-27 0-99867 39 
2-28 I 0-99873 77 
2*29 . 0-99879 86 

2-30 0-99886 68 
2'31' 0*99891 24 
2-32 0-99896 55 
2-33 0-99901 62 
2-34 0-99906 46 

2-35 0-9991107 
2-36 0-99915 48 
2-37 0-99919 68 
2-38 I 0-99923 69 
2-39 10-99927 51 

2-40 I 0-99931 15 
2-41 I 0-99934 62 
2-42 i 0-99937 93 
2-43 0*99941 08 
2-44 0-99944 08 

2-45 ' 0-99946 94 
2-46 0*99949 66 
2-47 0-99952 26 
2-48 0-99954 72 
2-49 0-99957 07 

2-50 0-99959 30 
2-51 0-99961 43 
2-52 0-99963 45 
2-63 0-99965 37 
2-54 0-99967 20 

2-65 0-99968 93 
2-56 0-99970 58 
2-57 0-9997215 
2-58 0-99973 64 
2-59 0-99975 05 
i 

2-60. 0-99976 40 
2-61 '0-99977 67 
2-62 0-99978 88 
2-63 i 0-99980 03 
2-64 0-9998112 



6 98 
6 68 
6 38 
6 09 
5 82 

5 56 
5 31 
5 07 
4 84 
461 

4 41 
4 20 
4 01 
3 82 
3 64 

3 47 
3 31 
3 15 
300 
2 86 

2 72 
2 60 
2 46 
2 35 
2 23 

2 13 
2 02 
1 92 
183 
173 

165 
157 
149 
141 
135 

127 
121 
115 
109 
103 



2-65 



0-99982 15 



2-66 ! 0-99983 13 



0-99984 06 
0-99984 94 
0-99986 78 



2-67 
2-68 
2-69 

2-70 0-99986 67 
2-71 10-99987 32 
2-72:0-99988 03 



2-73 
2-74 



0-99988 70 
0-99989 83 



275 0-99989 94 
2-76 0-99990 51 
2-77 0-9999105 
2-78; 0-99991 66 
2-79; 0-99992 04 

2-80 0-99992 50 
2-81 0-99992 93 
2-82 0-99993 34 
2-83,0-99993 72 
2-84 I 0-99994 09 

2-85 0-99994 43 
2-86 j 0-99994 76 
2-87 0-99996 07 



2-88 



0-99995 36 



2-89 0-99995 63 



2-90 0-99995 89 
2-91 10-99996 13 
2-92 0-99996 36 
2-93; 0-99996 58 
2-94 0-99996 79 

2-95: 0-99996 98 
2-96 : 0*99997 16 
2-97:0-9999733 
2-98 I 0-99997 50 
2-99 '0-99997 65 



3-00 
3-01 
3-02 
3*03 



0-99997 79 
0*99997 93 
0-99998 05 
0*99998 17 



3*04 0*99998 29 



98 
93 
88 
84 
79 

75 
71 
67 
68 
61 

57 
64 
51 

48 
46 

43 
41 
38 
87 
34 

83 
31 
29 
27 
26 

24 
23 
22 

21 
19 

18 
17 
17 
16 
14 

14 
12 
12 
12 
10 



3*06 0*99998 39 
3*06 0-99998 49 
3*07 0*99998 69 



0-99998 67 
0-99998 76 



3-08 
309 

3-10 0-99998 84 
3*11 0-99998 91 
3-12 0*99998 98 
313! 0-99999 04 

314 0-99999 10 

I 

1 
3-15.0*99999 16 

3^*16 '0*99999 21 

3*17 0*99999 26 

3*1 8! 0*99999 31 

3*19 0*99999 36 

3*20 10*99999 40 
3*21 10-99999 44 
3-22 0-99999 47 
3-23 0-99999 61 
3-24 0-99999 54 

I 

3-25 '0-9999957 
3-26(0-99999 60 
3*27 0*99999 62 
3*28 0*99999 66 
3-29 0*99999 67 

3-30 0-99999 69 
3-31. 0-99999 71 
3-32 i 0-99999 73 
3*33 '0-99999 75 
3-34 0-9999977 

3-35 0-99999 78 

3-36 0-99999 80 

3*37 0*99999 81 

3*38 0*99999 82 

3-39 0*99999 84 

! 

3-40 0*99999 86 
3*41 0*99999 86 
3*42 0*99999 87 
3*43 I 0*99999 88 
3*44 099999 89 



10 

10 

8 

9 

8 

7 
7 
6 
6 
6 

6 
5 
5 
5 

4 

4 
3 
4 
3 
3 

3 
2 
3 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
1 



1 
1 




— VI — 





ah 


0{ah) 


ah 


0{ah) 


ah 


0(ah) 




3-45 


0-99999 89 


3*65 


0*999999 75551 


3-85 


0*999999 94812 




3-46 


0-999999 00780 


3*66 


0*999999 77333 


3*86 


0-999999 95208 




3-47 


0-999999 07672 


3-67 


0*999999 78990 


3*87 


0-999999 96575 




3-48 


0-999999 14101 


3-68 


0*999999 80528 


3*88 


0-999999 95915 




3-49 


0-999999 20097 


3-69 


0-999999 81957 


3*89 


0-999999 96230 




350 


0-999999 25691 


3*70 


0-999999 83285 


3*90 


999999 96621 




3-51 


0-999999 30905 


3-71 


0-999999 84517 


3-91 


0*999999 96790 




3-52 


0-999999 36766 


3*72 


0-999999 85663 


3-92 


0*999999 97039 




3-53 


0-999999 40296 


3-73 


0-999999 86726 


3*93 


0-999999 97260 




3-54 


0-999999 44519 


3-74 


0-999999 87712 


3-94 


0-999999 97482 




3-55 


0-999999 48452 


3-75 


0-999999 88629 


3-95 


0-999999 97678 




3-5(> 


0-999999 52115 


3-76 


0-999999 89477 


3-96 


0-999999 97860 




3-57 


0-999999 55527 


3*77 


0-999999 90266 


3-97 


0-999999 9-028 




3-58 


0-999999 58703 


3*78 


0-999999 90995 


3-98 


0-999999 98183 




3-59 


0-999999 61661 


3-79 


0*999999 91672 


3-99 


0*999999 98327 




3-60 


0-999999 64414 


3-80 


0*999999 92300 


4-00 


0-999999 98458 




3-61 


0-999999 66975 


3-81 


0*999999 92^81 


410 


0-999999 99330 




3-62 


0-999999 69358 


3*82 


0*999999 93421 


4-20 


0-999999 99714 




3-63 


0-999999 71574 


3-83 


0*999999 93921 


4*80 


0-999999 99881 




3-64 


0*999999 73636 


3*84 


0*999999 94383 


4*40 
4*50 
4-60 
4*70 


0-999999 99951 
0-999999 99980 
0-999999 99992 
0*999999 99997 












4'80 


0*999999 99999 



VII - 



Tabelle II. 



Werte der Funktion <P (q^-) = ~ fe-^dt, 







geordnet nach dem Argumente 



a 



a 
r 



»(»5) 



Diff. 



a 
r 



0(,^^ 






0-00 
0-01 
0-02 
003 
0*04 

0-06 
0-06 
007 
008 
009 

0-10 
011 
012 
013 
0-14 

0-15 
016 
017 
0-18 
019 

0-20 
0-21 
0-22 
0-23 
0-24 

0-26 
0-26 
0-27 
0-28 
0-29 






000000 
000638 
001076 
001614 
002162 

002690 
0-03228 
003766 
0-04303 
0-04840 

005378 
0-06914 
006461 
0-06987 
007623 

0-08059 
0-08594 
009129 
0-09663 
0-10197 

0-10731 
0-11264 
011796 
012328 
012860 

013391 
0-13921 
0-14451 
0-14980 
0-15508 



538 


0-80 


538 


0-31 


538 


0-32 


538 


0-33 


538 


0-84 


538 


0-35 


538 


0-36 


537 


0-37 


537 


0-38 


538 


0-39 


536 


0-40 


537 


0-41 


536 


0-42 


536 


0-43 


536 


0-44 


535 


0-46 


636 


0-46 


534 


0-47 


634 


0-48 


534 


0-49 


533 


0-50 


532 


0-51 


532 


0-52 


532 


0-53 


531 


0-54 


530 


0-55 


630 


0-56 


529 


0-57 


528 


0-58 


527 


0-59 



0-16036 
0-16662 
0-17088 
0-17614 
018138 

018662 
0-19185 
019707 
20229 
0-20749 

0-21268 
0-21787 
0-22304 
0-22821 
0-23336 

0*23861 
0-24864 
0-24876 
0-25388 
0-25898 

0-26407 
0-26916 
0-27421 
0-27927 
0-28431 

0*28934 
0*29436 
0-29936 
0-30435 
0*30933 



Diff. 


a 
r 


527 


0-60 


626 


0-61 


526 


0-62 


524 


0-63 


624 


0-64 


523 


0-65 


522 


0*66 


522 


0*67 


520 


0-68 


519 


0-69 


619 


0*70 


617 


0*71 


517 


0-72 


515 


0-73 


515 


0-74 


513 


0-75 


512 


0-76 


512 


0-77 


510 


0-78 


509 


0-79 


608 


0-80 


606 


0-81 


506 


0-82 


604 


0-83 


503 


0-84 


502 


0-85 


600 


0-86 


499 


0-87 


498 


0*88 


497 


0*89 



«,^ 



') 



Diff. 



0-31430 
0-31925 
0-32419 
0-32911 
0-83402 

0*33892 
0-34380 
0*34866 
0-36362 
0-35835 

0-36317 
0-36798 
0-87277 
0-37756 
0-38231 

0-38705 
0-39178 
0-39649 
0-40118 
0-40586 

0-41052 
0-41517 
0-41979 
0-42440 
0-42899 

0-43357 
0-43813 
0*44267 
0-44719 
0-45169 



496 
494 
492 
491 
490 

488 
486 
486 
483 

482 

481 
479 
478 
476 

474 

473 
471 
469 
468 
466 

466 
462 
461 
459 
458 

466 
464 
452 
450 
449 



- VIII — 



a 
r 


»(.") 


Diff. 


a 
r 


»(<•:) 


Diff. 


a 
r 


*(^f) 


Diff. 




0-90 


0*45618 


446 


1-30 


0-61942 


366 


1-70 


0-74847 


277 




0-91 


0-46064 


445 


1-31 


0-62308 


363 


1-71 


0-75124 


276 




0-92 


0-46509 


443 


1-32 


0-62671 


361 


1-72 


0-75400 


274 




0-93 


0-46952 


441 


1-33 


0-63032 


369 


1-73 


0-75674 


271 




0*94 


0-47393 


439 


1-34 


0-63391 


356 


1-74 


0-76946 


269 




0-95 


0-47832 


438 


1-35 


0-63747 


355 


1-75 


0-76214 


267 




0-96 


0-48270 


435 


1-36 


0-64102 


352 


1-76 


0-76481 


265 




0-97 


0-48605 


434 


1-37 


0-64454 


350 


1-77 


0-76746 


263 




0-98 


0-49139 


431 


1-38 


0-64804 


348 


1-78 


0-77009 


261 




0-99 


0-49570 


430 


1-39 


0-65152 


346 


1-79 


0-77270 


268 




1-00 


0-50000 


428 


1-40 


0-65498 


343 


1-80 


0-77528 


257 




101 


0-50428 


425 


1-41 


0-65841 


341 


1-81 


0-77785 


254 




102 


0-50853 


424 


1-42 


0-66182 


339 


1-82 


0-78039 


262 




1-03 


0-51277 


422 


1-43 


0-66521 


337 


1-83 


0-78291 


251 




104 


0-51699 


420 


1-44 


0-66858 


335 


1-84 


0-78542 


248 




1-05 


0-52119 


418 


1-45 


0-67193 


333 


1-85 


0-78790 


246 




1-06 


0-52537 


415 


1-46 


0-67526 


330 


1-86 


0-79036 


244 




1-07 


0-52952 


414 


1-47 


0-67856 


328 


1-87 


0-79280 


242 




1-08 


0-53366 


412 


1-48 


0-68184 


326 


1-88 


0-79522 


239 




1-09 


0-53778 


410 


1-49 


0-68510 


323 


1-89 


0*79761 


238 




1*10 


0-54188 


407 


1-50 


0-68833 


322 


1-90 


0-79999 


236 




111 


0-54595 


406 


1-51 


0-69165 


319 


1-91 


0-80235 


234 




112 


0-55001 


403 


1-52 


0-69474 


317 


1-92 


0-80469 


231 




113 


0-55404 


402 


1-53 


0-69791 


315 


1-93 


0-80700 


230 




114 


0-55806 


399 


1-54 


0-70106 


318 


1-94 


0-80930 


228 




115 


0-56205 


397 


1-65 


0-70419 


310 


1-95 


0-81158 


225 




116 


0-56602 


396 


1-56 


0-70729 


309 


1-96 


0-81383 


224 




1-17 


0-56998 


393 


1-57 


0-71038 


306 


1-97 


0-81607 


221 




118 


0-57391 


391 


1-58 


0-71344 


304 


1-98 


0-81828 


220 




119 


0-57782 


389 


1-59 


0-71648 


301 


1-99 


0-82048 


218 




1-20 


0-58171 


387 


1-60 


0-71949 


300 


2-00 


0-82261 


215 




1-21 


0-58558 


384 


1-61 


0-72249 


297 


201 


0-82481 


214 




1-22 


0-58942 


383 


1-62 


0-72546 


295 


202 


0-82695 


212 




1-23 


0-59325 


380 


1-63 


0-72841 


293 


203 


0-82907 


210 




124 


0-59705 


378 


1-64 


0-73134 


291 


2-04 


0-83117 


207 




1-25 


0-60083 


377 


1-66 


0-73425 


289 


2-05 


0-83324 


206 




1-26 


0-80460 


373 


1-66 


0-73714 


286 


2-06 


0-83530 


204 




1-27 


0-60833 


372 


1-67 


0-74000 


285 


2-07 


0-83734 


202 




1-28 
1-29 , 


0-61205 


370 


1-68 


0-742H5 


282 


2-08 


0-83936 


201 




0-61575 


367 


1-69 


0-74567 


280 


2-09 


0-84137 


198 





— IX 





a 
r 


*(4) 


Diff. 


a 
r 


*(.") 


Diff. 


a 
r 


^(r) 


Diff. 






210 


0*84330 


196 


2-50 


0-90825 


129 


2-90 


0-94954 


79 






2-11 


0-84531 


195 


2-51 


0-90954 


128 


2-91 


0-95033 


78 






212 


0-84726 


193 


2-52 


0-91082 


126 


2-92 


0-95111 


76 






213 


0-84919 


190 


2-53 
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TabeUe III. 

Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlers zwischen den 
Grenzen Null und dem Jt-faohen wahrscheinlichen Fehler. 
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TabeUe IV. 

Wahrseheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlers zwischen den 
Grenzen Nuil und dem Jt-fachen mittleren Fehler. 
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Tabelle V. 

Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlers zwischen 
den Grenzen Null und dem Jr-fachen durchschnittlichen Fehler. 
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96196 
96552 
96878 
97177 
97443 
97703 
97932 
98141 
98331 
98662 
98932 
99211 
99333 
99477 






— XIV - 



Tabelle VI. 

Werte der Funktionen -F(g) 



Ä/^:" 



^'dl, 



/(£) = 



1 F'{^) 



j-p»£» 



und / (ö = - 2 (>«/a) {£ -r/an 



^9^ ^(£) ZgYn F{i) 

für die Argumenten werte — 5< — g<o< + g<4-5. 



-e 



F(-^) 



/(-9 



-/'(-£) 



g 



^(ö 



/(£) 



-/' ) 



— 50 

— 4-9 

— 4-8 

— 47 

— 4-6 

— 4-5 

— 4-4 

— 4-3 

— 4-2 

— 4-1 

— 4-0 

— 3-9 

— 3-8 

— 3-7 

— 3*6 

— 3'5 

— 3-4 

— 3-3 

— 3-2 

— 31 

— 3-0 

— 2-9 

— 2-8 

— 2-7 

— 2-6 

— 2-5 

— 2-4 

— 2-3 i 

— 2-2 

— 21 



0-0004 

0-001 

0-001 

0-001 

0001 

0-001 
0-002 
0002 
0-002 
0003 

0-003 
0004 
0-005 
0-006 
0-008 

0-009 
0011 
0-013 
0-015 
0-018 

0022 
0-025 
0-029 
0-034 
0-040 

0-046 
0-053 
0-060 
0069 
0-078 



5-37 
5-28 
519 
510 
500 

4-91 
4-82 
4-73 
4-64 
4-55 

4-45 
4-36 
4-27 
4-18 
409 

4-00 
3-91 
3-82 
3-73 
3-64 

3-55 
3-46 
3-37 
3-28 
319 

311 
302 
2-94 
2-85 

2-77 



0-92 
0-92 
0-92 
0-92 
0-92 

092 
0-92 
0-92 
0-91 
0-91 

0-91 
0-91 
0-91 
0-91 
0-90 

0-90 
0-90 
0-89 
0-89 
0-89 

0-89 
0-88 
0-88 
0-88 
0-87 

0-87 
0-86 
0-86 
0-85 
0-84 



00 
Ol 
0-2 
0-3 
0-4 

0-5 

0-6 
0-7 
0-8 
0-9 

1-0 
11 
1-2 
1-3 
1-4 

1-5 
1-6 
1-7 
1-8 
1-9 

20 
21 
2-2 
2-3 
2-4 

2-5 
2-6 
2-7 
2-8 
2-9 



0-500 
0-527 
0-554 
0-580 
0-606 

0-632 
0-657 
0-682 
0-705 
0-728 



0-911 
0-922 
0-931 
0-940 
0-947 



118 
1-12 
1-06 
100 
0-94 

0-88 
0-83 
0-78 
0-73 
0-68 



0-26 
0-24 
0-21 
0-19 
0-17 



0-750 


0*63 


0-771 


0-58 


0-791 


0-54 


0-810 


0-50 


0-827 


0-46 



0-844 


0-42 


0-860 


0-38 


0-874 


0-35 


0-888 


0-32 


0-900 


0-29 



1 0-954 


0-15 


0-960 


013 


0-966 


0-12 


0-971 


0-10 


0-975 


009 



0-64 
0-62 
0-61 
0-59 
0-57 

0-55 
0-54 
0-52 
0-51 
0-49 

0-47 
0-45 
0-43 
0-41 
0-39 

0-37 
0-35 
0-33 
0-31 
0-29 

0-27 
0-25 
0-23 
0-21 
0-20 

018 
0-16 
0-15 
0-13 
0-12 



XV 





-g 


1 


-/'(-£) 


g 


FiO 


/(g) 


-/' (ö 




— 20 


0089 


2-69 


0-84 


3-0 


0-978 


0-08 


0-11 




— 1-9 


0100 


2-60 


0-83 


3-1 


0-982 


0-07 


010 




— 1-8 


0-112 


2-62 


0-82 


3-2 


0-985 


006 


0-09 




— 1-7 


0126 


2-44 


0-81 


3-3 


0-987 


0-06 


0-08 


• 


— 1-6 


0-140 


2-36 


0-81 


3-4 


0-989 


0-04 


007 




— 1-5 


0166 


2-28 


0-80 


3-5 


0-991 


0-04 


006 




— 1-4 


0-173 


220 


0-79 


8-6 


0-992 


0-03 


0-05 




— 1-3 


0-190 


2-12 


0-79 


.3-7 


0*994 


0-03 


0-04 




— 1-2 


0-209 


2-04 


0-78 


3-8 


0-996 


002 


0-04 




— ri 


0-229 


1-96 


0-77 


3-9 


0-996 


0-02 


003 




— l'O 


0-250 


1-88 


0-76 


4-0 


0-997 


0-02 


0-03 




— 0-9 


0-272 


1-81 


0-75 


4-1 


0-997 


002 


0-03 




— 0-8 


0-295 


1-73 


0-74 


4-2 


0-998 


001 


0-02 




— 0-7 


0-318 


1-66 


0-73 


4-3 


0-998 


001 


0-02 




— 0-6 


0-343 


1-59 


0-72 


4-4 


0-998 


0-01 


0-02 




— 0-6 


0-368 


1-52 


0-70- 


4-5 


0-999 


001 


001 




— 0-4 


0-394 


1-45 


0-69 


4-6 


0-999 


0-01 


001 




— 0-3 


0-420 


1-38 


0-68 


4-7 


0999 


0-004 


0-0 1 




— 0-2 


0-446 


131 


0-67 


4-8 


0-999 


0-003 


0-01 




— Ol 


0-473 


1-25 


0-66 


4-9 


0-999 


0-003 


001 




-0-0 


0-500 


1-18 


0-64 


5-0 


0-9996 


0-002 


0005 



Tabelle VIL 

Quadrate der Zahlen von 10 bis 99. 



n 







6 



8 


9 


324 


361 


784 


841 


1444 


1521 


2304 


2401 


3364 


3481 


4624 


4761 


6084 


6241 


7744 


7921 


9604 


9801 ( 



10 
20 
30 
40 

60 
60 
70 
80 
90 



100 

400 

900 

1600 

2600 
3600 
4900 
6400 
8100 



121 

441 

961 

1681 

2601 
3721 
5041 
6561 
8281 



144 

484 

1024 

1764 

2704 
3844 
5184 
6724 
8464 



169 

529 

1089 

1849 

2809 
3969 
5329 
6889 
8649 



196 

676 

1156 

1936 

2916 
4096 
5476 
7066 
8836 



226 

626 

1225 

2025 

3025 
4225 
6625 
7225 
9025 



266 

676 

1296 

2116 

3136 
4356 

5776 
7396 
9216 



289 

729 

1369 

2209 

3249 
4489 
5929 
7669 
9409 



— XVI — 



Tabelle VUI. 

Quadratwurzeln der Zahlen von Ol bis 9*9. 



n 


0-0 


Ol 


0-2 


0-3 


0-4 


0-5 


0-6 


07 


0-8 


0-9 







0-316 


0-447 


0-548 


0-632 


0-707 


0-775 


0-837 


0*894 


0-949 


1 


1 


1-049 


1095 


1140 


1188 


1-225 


1-265 


1-304 


1-342 


1-378 


2 


1*414 


1-449 


1-483 


1-617 


1-549 


1-581 


1-612 


1-643 


1-673 


1-703 


3 


1-732 


1-761 


1-789 


1-817 


1-844 


1-871 


1-897 


1-924 


1-949 


1-975 


4 


2 


2-026 


2-049 


2-074 


2098 


2-121 


2145 


2-168 


2-191 


2-214 


5 


2*236 


2-268 


2-280 


2-302 


2-324 


2-345 


2-36S 


2-387 


2-408 


2-429 


6 


2*449 


2-470 


2-490 


2-510 


2-530 


2-550 


2-569 


2-588 


2-608 


2-627 


7 


2-646 


2666 


2-683 


2-702 


2-720 


2-739 


2-757 


2-775 


2-793 


2-811 


8 


2-828 


2-846 


2-864 


2-881 


2-898 


2915 


2-983 


2-950 


2-966 


2-983 


9 


3 


3-017 


3033 


3-050 


3-066 


3082 


3-098 


3-114 


3130 


3146 



Tabelle IX. 

Quadratwurzeln der Zahlen 10 bis 100. 



n 





10 


3162 


20 


4-472 


30 


5-477 


40 


6325 


50 


7071 


60 


7-746 


70 


8-367 


80 


8-944 


90 


9-487 



6 


7 


8 


9 


4 


4123 


4-243 


4*359 


5-099 


5196 


5-292 


5-385 


6 


6-083 


6-164 


6-245 


6-782 


6-856 


6-928 


7 


7-483 


7-550 


7-616 


7-681 


8124 


8-185 


8-246 


8-807 


8-718 


8-775 


8-832 


8-888 


9-274 


9-327 


9381 


9-434 


9798 


9-849 


'9-899 

1 


9-950 



3-317 
4-583 
5-568 
6-403 

7-141 

7-810 

8-426 

9 

9-539 



3-464 
4-690 
5-657 
6-481 

7-211 

7-874 
8-485 
9-055 



3-606 
4-796 
5-745 
6-557 

7-280 
7-937 
8-544 
9-110 



9-592 9-644 



3-742 
4-899 
5-831 
6-633 

7-348 

8 

8-602 

9165 

9-695 



3-873 
5 

5-916 
6-708 

7-416 
8062 
8 660 
9-220 
9-747 



_». I 



WAR ^ 1 ^933 



UUJU^' i^ .vi 



